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W niniejszej rozprawie przedmiotem rozwazan beda pewne specjalne podzbiory przestrze-
ni polskich. Zbadamy ich wtasnosci, zwtaszcza te zwiazane z mierzalnoscig wzgledem ide-
aléw, struktura algebraiczna i topologiczna. Szczegdlnym zainteresowaniem obdarzymy
zbiory Z-Fuzina oraz ideaty drzewiaste, a takze zajmiemy sie istnieniem zbioréw uniwer-
salnych mozliwie niskiej ztozonosci dla wybranych ideatéw. Odswiezymy réwniez pewien
klasyczny wynik dotyczacy rozktadu prostej rzeczywistej na petne, wzgledem miary lub
kategorii, podzbiory.

W rozdziale 1 ustalimy notacje i zgromadzimy przydatne w dalszych czeSciach rozpra-
wy narzedzia i fakty, a takze nadamy kontekst naszym rozwazaniom. W szczegoélnosci
precyzyjnie zdefiniujemy na potrzeby tej pracy technike fuzji dla zbioréw doskonatych
oraz drzew Millera i Lavera, a takze dokonamy lokalizacji cial drzew réznego typu na
prostej rzeczywistej R. Wprowadzimy réwniez pojecie zbioréw uniwersalnych dla ideatéw
i uzasadnimy powdd przyjecia wtasnie takiej definicji, a takze podamy motywacje do
zajmowania sie tego typu zbiorami. Dokonamy takze kilka wstepnych, nietrywialnych ob-
serwacji na temat idealow drzewiastych.

Rozdzial 2 jest zdominowany rozwazaniami na temat zbioréw Z-f.uzina w przestrzeniach
euklidesowych R™. Nasamprzod w tym rozdziale zajmiemy si¢ mierzalnoscia tych zbioréw.
Na otwarcie dowiedziemy lematu dotyczacego przesunie¢ zbioréw doskonatych, by na jego
podstawie zakonkludowac, ze Stabsza Wtasno$é Smitala wystarcza do Z-niemierzalnosci
zbioréw Z-tuzina, a takze, wraz z faktem gloszacym, ze istnienie zbioru Z-fuzina pocigga
istnienie zbioru Z-Y.uzina o mocy, ktérej kofinalnos¢ jest nieprzeliczalng liczbg kardynalna,
przedstawimy metode generowanie super zbiorow Z-tuzina ze zbiorow Z-Fuzina. Podamy
rowniez warunek réwnowazny mierzalnosci zbioréw Z-Fuzina i zbadamy relacje pomigdzy
niektérymi, istotnymi w tym kontekscie, wtasnosciami ideatow. W kolejnej czesci rozdzia-
htu 2 dokonamy rozktadow przestrzeni euklidesowych R™ na zbiory Z-Yuzina, zaczynajac
od rozktadu przy minimalnym zatozeniu (istnieje zbiér Z-Fuzina), a koniczac na rozktadzie
R™ na przesuniecia zbioru Z-Yuzina o wektory pochodzace réwniez ze zbioru Z-fuzina.
Nastepnie wykonamy rézne konstrukcje wykorzystujace strukture liniowa przestrzeni R”
oraz zbiory Z-tuzina, na ogot przy pewnych zalozeniach dotyczacych wspotczynnikéw
kardynalnych ideatu Z. Na szczegdlna uwage zastuguje konstrukcja (przy zalozeniu istnie-
nia zbioru Z-f.uzina) podzbioru ptaszczyzny, ktérego przekrédj z kazda prosta jest zbiorem
Z-tuzina, a on sam jest catkowicie niemierzalny wzgledem ideatu na ptaszczyznie zawie-
rajacego proste. Rozdzial ten zwienczymy konstrukcjami uogoélnionego zbioru fuzina L i
uogdblnionego zbioru Sierpinskiego S, dla ktérych L + L i .S + S sg zbiorami Bernsteina.
Wyniki umieszczone w tym rozdziale pochodza w gtéwnej mierze z prac [6] oraz [4].
Rozdziat 3 poswigcony jest idealom drzewiastym. W pierwszej czesci tego rozdziatu zaj-
miemy sie mierzalnoscig wzgledem ideatoéw drzewiastych. Korzystajac z technik wypra-
cowanych przez J. Brendlego w pracy [1] uzupelnimy jego rozwazania o ideal cly, tzn.
pokazemy, ze dla ty € {sg, mo, lo} zachodzi cly L ty oraz sg L cly i mg € clo, ale ly C cly.
W dalszej kolejnosci dokonamy eksploracji pojecia zbioréw T-Bernsteina, miedzy innymi



podajac charakteryzacje tych zbioréw przez ich slad na ty N B. Nastepnie skupimy sie na
wlasnodciach algebraicznych zwigzanych z rodzinami drzew doskonatych, Millera, Lavera
i zupelych Lavera. Znajduje to odzwierciedlenie w serii lematow, ktore pézniej znajduja
zastosowanie w dowodzie gléwnego wyniku tego rozdziatu, ktoéry glosi, ze jesli ¢ jest regu-
larng liczba kardynalna, to suma algebraiczna uogélnionego zbioru fuzina i uogolnionego
zbioru Sierpinskiego nalezy do kazdego z ideatéw drzewiastych sg, mg, lg i cly. Wynik ten
dla ideatu sq zostat opublikowany w [6], jego uogélnienie na pozostate ideaty wraz z odpo-
wiednimi rezultatami, ktore do niego prowadza, oraz rozwazania dotyczace mierzalnosci
wzgledem ideatéw drzewiastych sg zawarte w wystanej do recenzji pracy [7].

W rozdziale 4 za cel obierzemy skonstruowanie lub wykazanie istnienia zbioréw uniwer-
salnych mozliwie niskiej ztozonosci dla réznych idealéw posiadajacych baze borelowska.
Wskazemy ogdlng metoda na pozyskiwanie takich zbioréw dla idealéw, ktére sq B-na-31,
i podamy kilka kombinatorycznych dowodéw na istnienie zbioréw uniwersalnych dla wy-
branych ideatow. Wykazemy rowniez, ze dla ideatéw produktowych pewnej klasy istnieja
zbiory uniwersalne, w szczegdlnosci dla idealéw produktowych M @N i N @ M. Artykut,
w ktorego sktad wchodza wyniki zamieszczone w rozdziale 4, zostal przyjet do publikacji
(12)).

Rozdzial 5 jest rezultatem zmagan z twierdzeniem Fuzina-Nowikowa. Odnoszac tylko cze-
Sciowy sukces w przesledzeniu rozumowania z pracy [3] udowodnimy wspomniane twier-
dzenie w inny sposob, otrzymujac przy okazji interesujacy wynik dotyczacy wlasnosci
Fubiniego dla pary (M,NWD) bez wymogu mierzalnosci. Oczyszczony z niescistosei i
precyzyjnie wystowiony dowo6d twierdzenia fuzina-Nowikowa jest trescig tego rozdziatu.
Efekty tego przedsiewziecia zostaly opublikowane w pracy [5]
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