AUTOREFERAT
1. Imie i nazwisko: Janusz Edward Jacak

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe/artystyczne - z podaniem nazwy, miejsca i roku ich
uzyskania oraz tytutu rozprawy doktorskiej:

e Mgr inz. fizyki, Wydzial Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej, 2007
e Mgr inz. informatyki, Wydzial Informatyki i Zarzadzania Politechniki Wroctawskiej, 2007

e Dr nauk fizycznych, Instytut Fizyki, Wydzial Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wro-
clawskiej, 2011 [data nadania stopnia, 05.07.2011], tytul rozprawy doktorskiej: Zastosowanie grup
warkoczowych w fizyce ukladéow hallowskich 2D (wyjasnienie struktury zloZonych fermiondw) [1-sze

miejsce w ogolnokrajowym konkursie Polskiego Towarzystwa Fizycznego na najlepszq rozprawe doktor-

skq (2012)]
3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych /artystycznych.

e 01.10.2007 — 05.07.2011 — doktorant w Instytucie Fizyki Politechniki
e 05.09.2011 — 30.09.2013 — asystent w Instytucie Fizyki Politechniki Wroctawskiej

e 01.10.2013 — — adiunkt w Instytucie Fizyki Politechniki Wroctawskiej (od 2014 w Katedrze Tech-
nologii Kwantowych na Wydziale Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej po
przeksztalceniu Instytutu Fizyki)

4. Wskazanie osiggniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach
naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. 2016 r. poz. 882
ze zm. w Dz. U. z 2016 r. poz. 1311.):

a) Przedkladanym osiagnieciem naukowy, o ktéorym mowa w art. 16 ust. 2 ustawy, jest
monotematyczny cykl 15 publikacji (w tym jednej monografii, World Scientific) pod wspdlnym
tytutem:

Topologiczne efekty kwantowe w niejednospéjnych przestrzeniach 2D i zastosowania do fizyki

hallowskiej w 2DEG GaAs i w grafenie jednowarstwowym i dwuwarstwowym

b) zestawienie publikacji wchodzacych w sktad osiagniecia naukowego:

1. J. Jacak, 2018, Application of the path integral quantization to indistinguishable particle systems topo-
logically confined by a magnetic field, Physical Review A 97, 012108-1-11.

2. J. Jacak, 2017, Unconventional fractional quantum Hall effect in bilayer graphene, Scientific Reports
7, 8720-1-13 (4 Supplementary Information 1-14).

3. J. Jacak, 2018, Superfluidity of indirect excitons vs quantum Hall correlation in double Hall systems:
different types of physical mechanisms of correlation organization in Hall bilayers, Physics Letters A,

doi.org/10.1016/j.physleta.2018.07.007.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

J. Jacak, 2018, Phase diagrams for superfluidity of indirect excitons in double Hall systems Ga-
As/GaAlAs/GaAs and bilayer-graphene/hBN /bilayer-graphene, Europhysics Letters, Europhysics Let-
ters 123, 16001-1-7 (+ Supplementary Materials 1-11) doi.10.1209/0295-5075/123/16001.

. P. Liydzba, L. Jacak, J. Jacak, 2015, Hierarchy of fillings for the FQHE in monolayer graphene,

Scientific Reports 5, 14287-1-16.

J. Jacak, L. Jacak, 2016, Unconventional FQHE in monolayer and in bilayer graphene, Science and
Technology of Advanced Materials 17, 149-165.

J. Jacak, L. Jacak, 2016, Ezplanation of v = —% fractional quantum Hall state in bilayer graphene,
Proceedings of the Royal Society A 472, 20150330-1-13.

J. Jacak, L. Jacak, 2015, The commensurability condition and fractional quantum Hall effect hierarchy
in higher Landau levels, Pis'ma v ZhETF 102, 23-29 (JETP Letters 102, 19-25).

J. Jacak, L. Jacak, 2015, Difference in hierarchy of FQHE between monolayer and bilayer graphene,
Physics Letters A 379, 2130-2134.

J. Jacak, L. Jacak, 2013, On triggering role of carrier mobility for Laughlin state organization, Pis'ma
v ZhETF 98, 776-781 (JETP Letters 98, 684-688).

P. Lydzba, J. Jacak, 2018, Identifying particle correlations in quantum Hall regime, Annalen der Physik
530, 1700221-1-19.

P. Lydzba, J. Jacak, 2017, Topological origin and not purely antisymmetric wave functions of many-
body states in the lowest Landau level, Proceedings of the Royal Society A 473, 20160758-1-13.

J. Jacak, P. Liydzba, L. Jacak, 2017, Topological approach to quantum Hall effects and its important
applications: higher Landau levels, graphene and its bilayer, European Physical Journal B 90, 90-1-20.

J. Jacak, L. Jacak, 2016, Commensurability condition and hierarchy of fillings for FQHE in higher
Landau levels in conventional 2DEG systems and in graphene—monolayer and bilayer, Physica Scripta

B 90, 015802-1-13.

J. Jacak, R. Gonczarek, L. Jacak, 1. Jozwiak, 2012, Application of Braid Groups in 2D Hall System
Physics: Composite Fermion Structure, ISBN: 978-981-4412-02-5, World Scientific, Singapore, mono-
grafia, 1-160.

¢) oméwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osiagnietych wynikéow wraz z

oméwieniem ich ewentualnego wykorzystania:

1

Streszczenie — gléwna idea

Osiagniecie dotyczy sformulowania topologicznego opisu korelacji w ptaskim uktadzie elektronéw w polu

magnetycznym. Uogdlnienie catki Feynmana i zaproponowanie formalizmu cyklotronowych grup warkoczo-

wych umozliwilo zbudowanie topologicznej teorii FQHE! zgodnej z eksperymentem i wyjasniajacej niektére

aspekty poprzednich fenomenologicznych modeli FQHE i ich ograniczenia.

'FQHE - utamkowy kwantowy efekt Halla, IQHE — catkowity kwantowy efekt Halla



Zasadniczym rezultatem dla formalizmu rozwinietego w ramach osiggniecia naukowego jest oryginalne
wykazanie, ze kwant strumienia pola magnetycznego zalezy od homotopii trajektorii w przypadku niejedno-
sp6jnej? przestrzeni 2D z topologiag modyfikowana przez pole magnetyczne. Ten écisty wynik autor uzyskat
przez uogdblnienie na wielospojna przestrzen reguty Bohra-Sommerfelda. Reguta ta zastosowana do sktado-
wych z i1 y pedu kinematycznego w 2D w obecnosci prostopadlego pola magnetycznego pozwala na okresle-
nie kwantu strumienia tego pola, czyli minimalnej wielkosci orbity cyklotronowej. Sktadowe P, = —ih% i
Py = —iha% —eBx (w cechowaniu Landaua) tworza pare kanonicznie sprzezonych wielkosci i zastosowanie do
nich uogélnionej reguty Bohra-Sommerfelda prowadzi do definicji kwantu strumienia pola B, ®; = (2k+ 1)%,
gdzie k jest liczba petli w warkoczu (albo 2k + 1 jest iloScia petli orbity cyklotronowej) w wielospdjnej prze-

strzeni konfiguracyjnej wielu elektronéw na plaszczyznie, i tylko dla k = 0, &g = % Wielopetlowe warkocze

sa elementami pelnej grupy warkoczowej By dla przestrzeni konfiguracyjnej N elektronéw na plaszczyznie3.

Grupa By jest generowana przez generatory o; — zamiany sasiednich czastek, i-tej z (i + 1)-sza. Zatem
2k+1

w tej grupie sg tez elementy w naturalny sposéb wielopetlowe, 07", k = 1,..., ktére tez sa zamianami

czastek (warkoczami) ale z k dodatkowymi petlami. W prostopadlym polu magnetycznym warkocze musza
by¢ zbudowane z potdéwek trajektorii cyklotronowych, zatem majg ograniczone rozmiary, poniewaz w 2D
trajektorie cyklotronowe maja ograniczone rozmiary okreslone przez kwant strumienia (w przeciwienstwie

do 3D, gdzie ruch spiralny wzdluz pola ma dowolny zasieg). Warkocze o; maja zasieg orbity ®y/B, na-
2k-+1

tomiast warkocze o; maja 2k + 1 razy wigkszy zasieg orbity ®,/B. W przypadku pelnego zapelnienia

najnizszego poziomu Landaua (LLL), N = Ny, (gdzie Ny = egs to degeneracja LL, N to liczba elektronéw,

S powierzchnia uktadu), czyli % = % i warkocze o; o zasiegu ®(/B idealnie pasuja do odleglosci miedzy

odpychajacymi sie kulombowsko elektronami na jellium i o; realizujg zamiany — wtedy organizuje sie stan

IQHE, v = Nﬂo = 1. Gdy pole magnetyczne wzroénie np. 3 krotnie, to degeneracja takze wzrosnie 3 krotnie

i wspélczynnik zapelnienia wyniesie v = 1/3. Warkocze o; sa w tak silnym polu zbyt krétkie w stosunku
3
i

zatem o3 sa teraz nowymi generatorami zamian i generuja podgrupe petnej grupy warkoczowej, ktéra

do odleglodci czastek, ale warkocze o) o zasiegu ®1/(3B) idealnie pasuja teraz do odleglosci elektronéw

S
N
nazywamy cyklotronowg podgrupa warkoczowa.

Funkcje falowe uktadu oddziatujacych czastek muszg sie transformowaé zgodnie z jednowymiarowa uni-
tarna reprezentacja (1IDUR) grupy warkoczowej przy zamianach argumentéw funkcji falowej wg warkoczy
(zamianach argumentéw funkcji falowej — czyli klasycznych polozen czastek). Dla elektronéw (fermionéw)
IDUR o; — €™, natomiast dla cyklotronowej podgrupy 1DUR o3 — €™ co daje dokladnie korelacje Laugh-
lina dla stanu FQHE przy v = 1/3. Ten najprostszy przyklad pokazuje topologiczna przyczyne formowania
sie FQHE, a obserwowana 'magiczna’ hierarchia zapelnien dla FQHE wynika z faktu, ze liczba petli jest

2k-+1

S jest warkoczem zamiany z k dodatkowymi petlami) a kolektywny stan skorelowany

zawsze catkowita (o
powstaje tylko wtedy gdy zamiany sg dopuszczalne i definiowana jest statystyka kwantowa, tj. gdy petle
warkoczy idealnie pasuja do odleglosci miedzy odpychajacymi sie elektronami na jellium (uwzgledniajac bli-
skich i dalszych sasiadéw), co prowadzi do skokowo zmieniajacych sie wzorcéw wspdtmiernosci — dyskretnych
faz homotopii — hierarchii FQHE.

Grupy warkoczowe definiuja dziedzine catlkowania po trajektoriach w schemacie kwantowania Feynmana

i wprowadzone podgrupy cyklotronowe okazuja sie tu kluczowe dla wielospdjnych przestrzeni z kwantujacym

*Przestrzenin A jest jednospéina kiedy jej grupa homotopii m1(A) = € (element neutralny), tzn. jest trywialna (wszystkie
zamkniete trajektorie mozna ’$ciagnaé¢’ do punktu w przestrzeni jednospéjnej); przestrzen jest niejednospdjna (wielospdjna)
kiedy m1(A) # £ (istnieja w niej nieekwiwalentne topologicznie trajektorie).

5By = m(Q), Q = (MY — A)/Sn, gdzie w1 to pierwsza grupa homotopii,  to przestrzen konfiguracyjna uktadu N
nierozréznialnych czastek na rozmaitosci M (w naszym przypadku M = R?), A to podzbiér punktéw diagonalnych w N-
krotnym iloczynie M”, usuniety dla zachowania liczby czastek, a struktura ilorazowa przez grupe permutacji Sy wprowadza

nierozréznialnos¢ jednakowych czastek



polem magnetycznym i daja sie precyzyjnie matematycznie uwzgledni¢ w formalizmie catek po trajektoriach
dla uktadow wielu czastek. Przedstawione wyzej zauwazenie co do specyfiki tego kwantowania daje sie uogol-
ni¢ na caly obszar fizyki hallowskiej réznych materiatéw i w kompletny sposob wyjaénia hierarchie FQHE,
IQHE oraz stanéw utamkowo zapelnionych w wyzszych poziomach Landaua konwencjonalnych uktadow
2DEG GaAs, grafenu jednowarstwowego, grafenu dwuwarstwowego a nawet ulamkowych topologicznych
izolatoréw Cherna (gdzie role pola magnetycznego przejmuje pole Berry), uwzgledniajac przy tym tez stany
metalu Halla i hallowskie stany sparowane. Rozwinieta topologiczna teoria homotopii dla FQHE wyjasnia
wszystkie obecnie zaobserwowane eksperymentalnie zapelnienia utamkowej hierarchii FQHE, podaje funkcje
falowe i energie stanéw FQHE w bardzo dobrej zgodnosci z numerycznymi dokladnymi diagonalizacjami i
eksperymentalnie mierzonymi energiami aktywacji. Teoria ta jest nowym wyjasnieniem FQHE, uwzglednia
stany utamkowe hierarchii niedostepne dla konwencjonalnych modeli a obserwowane obecnie licznie w eks-
perymencie w LLL i wyzszych LL w GaAs a zwlaszcza w grafenie jednowarstwowym i dwuwarstwowym.
Topologiczna teoria pozwala na wskazanie istoty i ograniczen wczeséniejszych sformutowan fenomenologicz-
nych teorii FQHE, jak modelu ztozonych fermionéw (CF) czy wielosktadnikowych stanéw Halperina®. Jest
ulokowana w formalizmie calki Feynmana po trajektoriach rozwinietej oryginalnie na przypadek wielosp6j-
nych przestrzeni 2D modyfikowanych polem magnetycznym (lub polem Berry). Istotnym wynikiem jest
odtworzenie po raz pierwszy krzywej rezystancji podluznej, R,,(v), w LLL dla 2DEG GaAs w wyniku
rozwiniecia calki Feynmana dla standéw niestacjonarnych poprzez sumowanie po fazach homotopii konku-
rujacych energetycznie ze sobg przy tym samym v i dajacym wktad do calki po trajektoriach w réznym
stopniu w zaleznosci od v. Metoda okazala sie tez uzyteczna do wyjasnienia ztozonych korelacji w podwdj-
nych uktadach hallowskich z wtaczonym lub wytaczonym tunelowaniem miedzywarstwowym. Szczegbltowy

opis osiggniecia przedstawiony jest ponizej.

2 Opis szczegolowy

2.1 Wprowadzenie

Osiagniecie naukowe pt. ”Topologiczne efekty kwantowe w niejednospojnych przestrzeniach 2D i zastosowania
do fizyki hallowskiej w 2DEG GaAs i w grafenie jednowarstwowym i dwuwarstwowym” obejmuje 14 publikacji
w czasopismach miedzynarodowych [1-15]5 i monografie (World Scientific) [16] ($redni IF [1,2,5,6,9,12,13],
3.3). Publikacje wlaczone do osiagniecia naukowego wybrane sa z lacznie 29 publikacji autora na ten te-
mat [1-29] (24 po doktoracie). Monografia [16] wydana w 2012 roku zawiera w swojej cze$ci obok nowych
tresci (ok. w polowie) takze opis stanu koncepcji rozwijanej wezeéniej w pracy doktorskiej autora z 2011
roku i stanowi punkt wyjscia dla dalszego rozwoju teorii, prace wlaczone do osiagniecia [1-15] sa calko-
wicie nowe tematycznie w stosunku do prac z doktoratu [18, 23,24, 26, 27], zwlaszcza odnosnie grafenu i
hierarchii FQHE w LLL i w wyzszych LL oraz hallowskich uktadéw podwdjnych. Osiggniecie dotyczy no-
watorskiego rozwiniecia zastosowania grup homotopii w formalizmie calek Feynmana po trajektoriach w
niejednospdjnych przestrzeniach konfiguracyjnych wielo-elektronowych ptaskich ukladéw z oddzialywaniem
w topologii modyfikowanej silnym polem magnetycznym. Pokazujemy, ze w dostatecznie silnym polu magne-
tycznym w takich uktadach dochodzi do innego specyficznego kwantowania strumienia pola magnetycznego i
kwantowych przejsé fazowych homotopii definiujacych wzorce korelacji wywotane oddzialywaniem w sposéb

dostosowany do zmieniajacych sie warunkéw kwantowania. Opisane w ten sposob topologiczne zachowanie

4Zasadniczy fakt zmiany kwantu strumienia pola magnetycznego w niejednospéjnej przestrzeni byl przeoczony we wezesniej-
szym (lokalnym, nietopologicznym) opisie FQHE i dlatego opis ten musial positkowaé si¢ sztucznymi pomocniczymi obiektami
jak CF.

SW tym zestawieniu wymieniono oddzielnie pozycje [8] dla potrzeb cytowania.



ptaskich uktadéw okazuje sie przydatne do wyjasnienia niektorych niezrozumiatych wczeéniej aspektow fi-
zyki FQHE w 2DEG GaAS, a zwlaszcza w grafenie jednowarstwowym i dwuwarstwowym. W tym ostatnim
przypadku, zaobserwowany ostatnio (2016 [30]) niekonwencjonalny FQHE udaje sie wytlumaczyé wilasnie
poprzez specyficzne topologiczne uwarunkowania [2], silnie wzmacniajac tym przekonanie co do centralnej
roli homotopii w organizacji skorelowanych stanéw dwuwymiarowej cieczy elektronowej w kwantujacym polu
magnetycznym.

Odkrycie FQHE eksperymentalnie przez Tsui, Stormera i Gossarda w 1982 r [31] i podanie odpowiedniej
wieloczastkowej funkcji falowej przez Laughlina [32] uznane zostalo za jedno z najwazniejszych dokonan fizyki
fazy skondensowanej (nagroda Nobla 1998, Tsui, Stormer, Laughlin), poniewaz po ponad polowie stulecia
od sformulowania mechaniki kwantowej napotkano na kwantowy fenomen wykraczajacy poza wczesniej
przyjete jej ramy, co wiaze sie najwyrazniej z jego topologicznym charakterem. Fenomen ten przejawia
sie w postaci utamkowej hierarchii zapelnien pozioméw landauowskich, v = Nﬂo (N liczba elektronéw, Ny
degeneracja poziomu Landaua), z charakterystycznym podobnym jak dla IQHE kwantowaniem rezystancji
Halla, Ry = e%% i znikaniem rezystancji podtuznej R, hierarchii zaskakujaco uniwersalnej i jednakowej
dla catkowicie réznych mikroskopowych realizacji ukladéw 2D (np. w GaAs [33] albo w grafenie w polu
magnetycznym [30, 34, 35|, czy nawet w ulamkowym topologicznym izolatorze Cherna bez jednorodnego
pola magnetycznego [36-38]), kiedy wspélnym ich mianownikiem jest wlasnie dwuwymiarowa specyfika
homotopii trajektorii w odpowiedniej calce Feynmana. Mimo licznych wysitkéw nie wyjasniono wczeéniej
w ramach ’lokalnej’ (tj. bez uwzglednienia topologii) fizyki kwantowej przyczyny egzotycznych korelacji
FQHE przejawiajacych sie w postaci funkcji Laughlina i hierarchii FQHE. Fenomenologicznie opisano je
natomiast po czesci przez model tzw. zlozonych fermionéw [39] (CF composite fermions) postugujacy sie
fikcyjnym pomocniczym polem, ktorego kwanty strumienia mialy byé przyczepiane do poruszajacych sie
elektronéw i mialy odtwarzaé korelacje Laughlina dzieki efektowi typu Aharonova-Bohma [40,41]. Od razu
nalezy zauwazy¢, ze skuteczno$é¢ CF wiaze sie z ich niejawnym topologicznym charakterem, CF nie sa mimo
deklaracji [40] kwaziczastkami — zaréwno kwanty strumienia ’doczepiane’ do elektronéw jak i faza Aharonova-
Bohma sa efektami nielokalnymi i wiaza si¢ z trajektoriami. Pogladowy model CF okazal si¢ uzyteczny
zwlaszcza z powodu odwzorowania stanéw dla utamkowych zapelnien w najnizszym poziomie Landaua (LLL,
lowest Landau level) na pelne zapeklienia wyzszych pozioméw Landaua (LL) w efektywnym polu ostabionym
przez Srednie pole doczepionych strumieni i skuteczne przewidzenie w ten sposob czesci hierarchii FQHE
w LLL [40]. Jednakze w ostatnich latach pojawilo sie duzo nowych danych eksperymentalnych, zaréwno w
kwazi-dwuwymiarowym ukladzie 2DEG GaAs [33,42-45] a przede wszystkim w grafenie [30,34, 35,46, 47]
wykraczajacych poza konwencjonalny model CF. Wyjatkowo duze trudnosci interpretacyjne napotkano w
przypadku eksperymentéw hallowskich w dwuwarstwowym grafenie [30,35,48].

Nalezy dodaé, ze réwnoczeénie obok modelu CF rozwijane byty i inne podejécia do wyjasnienia ztozonej
egzotycznej fizyki eksperymentalnej FQHE, jak hierarchia HH (Haldane, Halperin [49,50]), czy wielosklad-
nikowe uogdlnienia funkeji Laughlina (Halperin [51]). Hierarchia HH (kolejnych generacji anyonéw) zostala
wezesnie odrzucona z powodu nierealistycznego jej charakteru (w kolejnych generacjach anyonéw ich roz-
miar szybko osiagal rozmiary calego ukladu) [49], natomiast wieloskladnikowe stany Halperina dobrze, choé¢
wybiérczo, zgadzaja sie z dokladnymi diagonalizacjami oddzialtywania w matych modelach na sferze Hal-
dane’a lub na torusie [52-54|, konkurujac z modelem CF w tym wzgledzie, nie wyja$niaja jednak istoty
zjawiska FQHE. Wykazanie z kolei przez Haldane’a [36] (uwzglednione po czesci w nagrodzie Nobla 2016),
ze kwantowy efekt Halla nie musi by¢ zwigzany z poziomami Landaua, podkredlito istotno$é¢ dostrzeganych
wezesniej topologicznych uwarunkowan hallowskiej fizyki i FQHE [32,55]. Zauwazono tez typowa hierarchie
ulamkowsg w analogii do FQHE w symulacjach numerycznych topologicznego izolatora Cherna, bez pola

zewnetrznego, czyli bez pozioméw Landaua, ale przy charakterystycznych utamkowych zapelnieniach sieci



krystalicznej na weztach w geometrii 2D [37,38], co wyraZnie wskazuje na uniwersalny charakter FQHE w
uktadach 2D.

Gléwnym aspektem przestawianego osiagniecia naukowego jest sformulowanie matematycznie Scistego
topologicznego modelu wielo-elektronowego uktadu z oddziatywaniem w 2D z kwantujacym czynnikiem, co
pozwolito na wyjasnienie uniwersalnoéci FQHE w bardzo dobrej zgodnosci z dostepnymi obecnie danymi
eksperymentalnymi dla réznych wymienionych wyzej uktadéw.

Topologiczne sformutowanie [1,2,5,8,16] rozwiazuje zasadniczy problem w fizyce hallowskiej — zagad-
kowe wystepowanie tej samej hierarchii FQHE mimo znacznych réznic materialowych w réznych uktadach
(GaAs, grafen i inne). Przyczyna tego faktu obserwacyjnego ukryta byla i niezauwazona w lokalnych podej-
Sciach, jak np. w dokladnych diagonalizacjach oddzialtywania przy argumentowaniu, ze to jednoczastkowe
stany w danym materiale (w bazie ktérych dokonuje sie diagonalizacji) decyduja o hierarchii. To mylace,
poniewaz o hierarchii decyduje niejawnie, ale ujeta tez w doktadnej diagonalizacji, wspotmierno$é cyklotro-
nowej skali (dla danego pola B i danego LL) ze sztywno przyjmowana iloécia czastek (kilkunastu, najwyzej
20-tu z powodu trudnosci obliczeniowych w diagonalizacjach numerycznych [52-54,56]) i sztywno zadana w
numerycznym rachunku powierzchnig uktadu, a nie sama tylko postaé¢ funkcji jednoczastkowych. Ta ostat-
nia decyduje dopiero o wielkosci energii aktywacji dla stanéw wybranych przez wspdélmiernoéé. W ujeciu
calki Feynmana jest to lepiej zauwazalne, gdyz wspotmiernosé jawnie wchodzi wraz z oddzialywaniem do
sumowania po klasach homotopii trajektorii (oddzialywanie warunkuje wsp6tmiernosé, jak bedzie to przed-
stawione ponizej), a oprécz tego oddzialywanie wchodzi tez do lagranzjanu w dzialaniu i tam jest miejsce na
‘ekwiwalentnos$é’ do samej ’diagonalizacji’ oddzialywania. W tzw. dokladnej diagonalizacji® oba te kanatly
wchodzenia oddzialywania tez sg obecne, choé¢ pierwszy jest trudniej dostrzegalny i stad interpretacyjne

nieporozumienie literaturowe odnos$nie uwarunkowania hierarchii utamkowej [53, 54].
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Rysunek 1: Symbolicznie zaznaczone dwa kanaly wchodzenia oddzialtywania elektronéw w calce Feynmana
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po trajektoriach w ukladzie hallowskim (); trajektoria laczaca punkty z1,...,zy dla t i 2f,... 2} dla ¢/
w przestrzeni konfiguracyjnej N nieodréznialnych czastek w I-tym sektorze dziedziny z lokalna miara w
przestrzeni trajektorii d)\;, 7 grupa warkoczowa numerujaca sektory, e’ jednowymiarowa unitarna repre-

zentacja grupy warkoczowej, S[\;] funkcjonal dzialania, L lagranzjan, H hamiltonian.

2.2 Zasady zaproponowanego modelu topologicznego

Punktem wyjsécia modelu topologicznego jest podstawowa grupa homotopii 71 [16,57, 58], tj. zbiér rozlacz-
nych klas petli trajektorii w danej przestrzeni, ktérych nie mozna przeprowadzi¢ jedne w drugie ciagta
deformacja. Dla przestrzeni konfiguracyjnej N nieodréznialnych czastek na plaszczyznie mp jest nieskon-
czona przeliczalna grupa zwana grupa warkoczowa By (grupa Artina) [57], zupelnie inng niz grupa m
dla przestrzeni konfiguracyjnej N nieodréznialnych czastek w przestrzeni 3D (lub w wyzszych wymiarach),
gdzie m jest skonczonag grupa permutacji Sy. Ta wlasnie bogata struktura homotopii trajektorii w 2D (na
plaszczyznie i tez na rozmaitoéciach lokalnie 2D, jak sfera czy torus [16,59]) stoi w tle egzotycznej fizyki

hallowskiej.

®Doktadna diagonalizacja [53,54] polega tu na diagonalizacji macierzy oddziatywania elektronéw w bazie utworzonej z
anty-symetryzowanych iloczynéw jednoczastkowych stanéw landauowskich w wybranym LL; jest to standardowa procedura

numeryczna dostepna np. http://www.nick-ux.org/diagham/index.php?LG=en.



Trajektorie wielu czastek na plaszczyznie splatuja sie ze soba tworzac warkocze (stad nazwa grupy) w
sposéb niespotykany w wyzszych wymiarach i dotyczy to tez zamknietych petli w przestrzeni konfiguracyjnej
nierozréznialnych czastek budujacych tu grupe homotopii 7 [16,57,60], kiedy uktad czastek przechodzi sam
w siebie z dokladnoscia tylko do przenumerowania nieodréznialnych czastek. Takie petle (a raczej ich kla-
sy [16,57,58]) definiuja grupe 71, i w przypadku plaszczyzny 2D, grupe By = 71(Q2) — grupe warkoczowa dla
N czastek na plaszczyznie, gdzie Q = (MY — A)/Sy jest przestrzenia konfiguracyjna N nierozréznialnych
czastek na rozmaitogci M (tutaj M = R2), A to zbiér punktéw diagonalnych w M*, odjety dla zachowania
liczby czastek, dzielenie przez Sy (grupe permutacji) zapewnia nierozréznialnosé czastek [16,61]. Elemen-
tami By sa zatem trajektorie zamian czastek (warkocze), a wieloczastkowa funkcja falowa calego ukladu,
U(z1,...,2N), musi sie przy tych zamianach transformowaé¢ wg jednowymiarowej unitarnej reprezentacji
(IDUR, one dimensional unitary representation) grupy warkoczowej [60,62-64]. W odniesieniu do wielo-
czastkowej funkcji falowej, W(z1,...,2n), (2; = x; + 1y; jest zespolona reprezentacja polozenia i-tej czastki
na plaszczyznie), zamiany polozen czastek odpowiadaja zamianie argumentéw funkeji falowej WU(zy, ..., znN)
(argumenty te, to klasyczne polozenia czastek, w kwantowym opisie brak trajektorii czastek). O ile w 3D te
zamiany to zwykle permutacje indekséw, to w 2D sa to inne niz permutacje zamiany polozen (argumentéw
funkeji falowej) zalezne od sposobu ich realizacji warkoczami na plaszczyZnie, a nie tylko zmiany numerdéw
argumentow jak w 3D. We wszystkich sytuacjach zamian czastek istotne sa unitarne reprezentacje grup
warkoczowych dla okreslenia zmiany fazy funkcji falowej przy zamianie czgstek wg danego warkocza, co
oznacza okreslenie statystyki kwantowej tych czastek. Zatem: tyle ile jest réznych jednowymiarowych uni-
tarnych reprezentacji grupy warkoczowej, tyle jest mozliwych kwantowych realizacji tego samego klasycznego
wieloczastkowego uktadu [63,64]. W 3D dla grupy permutacji Sy (grupy warkoczowej w 3D) istnieja tylko
dwie jednowymiarowe unitarne reprezentacje odpowiadajace bozonom i fermionom. W 2D grupa By ma
duzo wiecej reprezentacji odpowiadajacych anyonom z utamkowymi statystykami [55,63]. To bylo wiadomo
wezesniej [55,60,62,63] i jak sie okazalo, nie wyczerpalo bogactwa homotopii w 2D, zwlaszcza w obecnosci

silnego kwantujacego pola magnetycznego.

2.3 Warkoczowe podgrupy cyklotronowe

Zasadniczym osiagnieciem autora jest wykazanie, ze w przypadku silnego pola magnetycznego prostopadte-
go do plaszczyzny z oddziatujacymi elektronami, pelna grupa warkoczowa musi zostaé¢ zastapiona przez jej
podgrupe, kiedy pole jest tak silne, ze trajektorie cyklotronowe sa mniejsze od odlegtosci miedzy elektronami
réwnoodleglymi na plaszczyznie w wyniku oddzialywania Coulomba (klasyczne elektrony tworza tréjkatna
sie¢ Wignera w T' = 0 K ze stalymi odlegtosciami z powodu odpychania elektronéw — jest to najnizszy ener-
getycznie stan klasyczny ukladu elektronéw na plaskim dodatnim jellium). W obecno$ci pola magnetycznego
warkocze natadowanych czastek muszag byé zbudowane z potdéwek orbit cyklotronowych — inne trajektorie
tu nie istnieja [7,16,18,23,27]. W przypadku 2D te cyklotronowe trajektorie maja ograniczone rozmiary (w
przeciwienstwie do 3D z dowolnym zasiegiem trajektorii wzdluz pola), co nie pozwala na zamiany czastek w
2D, jesli warkocze nie siegaja do najblizszych sasiadéw [1,16]. Statystyka nie moze by¢ wtedy ustalona — po-
le magnetyczne zmienito w tym przypadku topologie (homotopie) trajektorii w przestrzeni konfiguracyjnej.
Zbyt krétkie warkocze nie moga wejsé do grupy warkoczowej, poniewaz nie moga by¢ realizowane. Pojawia
sie tu jednak, wytacznie w 2D, nowa okoliczno$é. Wielopetlowe warkocze maja wiekszy zasieg. Wielopetlo-
we warkocze byly tez w oryginalnej pelnej grupie warkoczowej ze wzgledu na jej algebraiczng strukture —
pelna grupa warkoczowa zadana jest przez generatory, o;, tj. elementarne zamiany czastek sasiadow i-tego z
i+ 1-szym, zatem wielopetlowe warkocze, of (z ¢ = 2k + 1 nieparzystym, by byly to takze zamiany cho¢ z k

dodatkowymi petlami [8,16,27]), tez naleza do tej grupy. Warkocze o generuja podgrupe pelnej grupy i ta



podgrupa zastepuje pelna grupe warkoczowa — nazywamy ja cyklotronowa podgrupa warkoczowa [7,8,16].

Jej elementy, wielopetlowe warkocze:

1. siegaja elektronéw zbyt odleglych dla warkoczy bez petli,
2. maja inne jednowymiarowe unitarne reprezentacje dokladnie definiujace wlasnie egzotyczne korelacje

Laughlina.

Wiasnos¢ 1. wynika z geometrii 2D, kiedy strumien pola magnetycznego musi by¢ rozdzielony na poszcze-
gélne petle wielopetlowej trajektorii, poniewaz w 2D wielopetlowa jak i jednopetlowa trajektoria obejmuja
te sama powierzchnie (w 3D jest inaczej, kazda nowa petla np. solenoidu 3D dodaje swoja powierzchnie do
calego strumienia, a w 2D nie) — co powoduje efektywnie wzrost rozmiaréw petli w wielopetlowej trajektorii
2D [1,8,16]. Fakt ten zostal udowodniony przez autora formalnym uogélnieniem reguly Bohra-Sommerfelda
dla przestrzeni niejednospéjnej [1]. W tym istotnym dowodzie zostalo pokazane, ze znajdowany przez zasto-
sowanie reguty Bohra-Sommerfelda do niekomutujacych sktadowych pedu kinematycznego w 2D w obecnosci
prostopadlego pola magnetycznego, kwant strumienia tego pola (a zatem i rozmiar cyklotronowej orbity) jest
2k + 1 razy wiekszy w przypadku wielopetlowych trajektorii w niejednospéjnych przestrzeniach (k ozna-
cza liczbe dodatkowych petli w warkoczu, albo 2k dodatkowych petli cyklotronowych, poniewaz warkocze
budowane sa z poléwek trajektorii cyklotronowych [8,16,27]).

Z kolei wlasnosé 2. wynika z postaci reprezentacji 1DUR dla podgrupy cyklotronowej [9,16,23]: of — el
kiedy wybraliémy o; — €™, tj. z ogélnej 1IDUR, €!®, a = m, jako dla wyjsciowych fermionéw, co w naturalny
spos6b tlumaczy korelacje statystyczne Laughlina w FQHE (tj. przesuniecie fazowe gqm zamiast 7w przy
zamianach argumentéw wieloczastkowej funkcji falowej), omijajac w ten sposéb sztuczna konstrukcje CF
dla tlumaczenia dodatkowego przyrostu fazy Laughlina przez efekt Aharonova-Bohma. Jest to w podejsciu
topologicznym niepotrzebne, przy czym w pracach autora wykazano jakiej sytuacji topologicznych homotopii
odpowiadajg CF, ktore przy pomocy kwantow fikcyjnego pola doczepianych do elektronéw modeluja w
istocie dodatkowe petle warkoczowe (jeden 'doczepiony’ kwant strumienia — fluz, to jedna dodatkowa petla
— czyli w modelu CF dodaje si¢ w istocie nie flury a dodatkowe petle cyklotronowe”), a w jakiej koncepcja

doczepianych kwantéw pola do elektronéw zawodzi i nie odpowiada homotopiom trajektorii.

Rysunek 2: Przyklady dolaczania warkoczy do wieloczastkowej trajektorii — dziedzina trajektorii rozpada

sie na rozlaczne (niehomotopijne) sektory

2.4 Ulokowanie warkoczowych podgrup cyklotronowych w formalizmie Feynmana
calki po trajektoriach

Prezentowana teoria warkoczowa ma formalny matematyczny charakter grup homotopii 71 [58] i odwoluje
sie do calek po trajektoriach Feynmana [65,66] dla opisu kwantowego ukladu wielu czastek z oddzialy-

waniem. Calki Feynmana definiuja propagator, czyli zespolony element macierzowy operatora ewolucji w

"Kwanty strumienia, fluz quanta (w skrécie fluzy), to kwaziklasyczne rozciagle obiekty charakteryzujace trajektorie — nie jest

jasne jak moga by¢ ’doczepiane’ do elektronéw by tworzy¢ kwaziczastki’ CF i odbywaé z nimi dynamike wg modelu CF [40].



reprezentacji polozeniowej (Rys. 1). Catkowanie po wszystkich trajektoriach musi by¢ uzupelnione (w przy-
padku niejednospdjnej przestrzeni konfiguracyjnej [58], czyli takiej, dla ktorej grupa m jest nietrywialna,
jak w szczegdlnosci grupa warkoczowa) o sumowanie po elementach 7 (po warkoczach), poniewaz do kaz-
dej otwartej trajektorii w catce Feynmana moze byé¢ dotaczona 'po drodze’ w dowolnym punkcie otwartej
trajektorii petla warkocza (Rys. 2) i w ten sposob cala przestrzen trajektorii rozpada sie na sume nieho-
motopijnych (jak warkocze w ) poddziedzin catkowania po trajektoriach [1,7,8]. Z powodu nieciaglosci
miedzy niechomotopijnymi segmentami dziedziny nie mozna zdefiniowaé¢ wspdlnej miary trajektorii na catej
dziedzinie calki, a tylko oddzielnie na poddziedzinach. Caltka Feynmana musi uwzgledni¢ zatem sumowa-
nie po poddziedzinach z unitarnymi (ze wzgledu na przyczynowos$é) czynnikami fazowymi (wagami), ktore
tworza jednowymiarowa unitarna reprezentacje (IDUR) grupy warkoczowej [64], albo jej podgrupy cy-
klotronowej w przypadku kwantujacego magnetycznego pola (jak dla ulamkowych zapelnien, dla ktérych
jednopetlowe cyklotronowe warkocze sa krétsze od odleglosci miedzy czastkami) [1,6,14,16,26]. Te reprezen-
tacje [55,60,64] definiuja kwantowe statystyki, w tym tez dla specyficznych utamkowych zapelnien poziomu
Landaua odpowiadajacych FQHE (czyli statystyki Laughlina, w najprostszym przypadku FQHE) wtedy,
kiedy tylko wielopetlowymi warkoczami mozna dosiggnaé sasiednich czastek. Mozliwe jest to jednak tylko
dla dyskretnych 'magicznych’ warto$ci utamkowych zapetnien v = Nﬂo pozioméw Landaua (N liczba cza-

stek, Ny = Bhse degeneracja jednoczastkowych pozioméw Landaua), z uwagi na wymogi wspétmiernogci® —

powstaje specyficzna fraktalna struktura tych zapelnien, nazywana hierarchia zapelnien FQHE (i obserwo-
wana eksperymentalnie w ponad 150 detalach w konwencjonalnym 2DEG GaAs i w grafenie). Dopuszczalne
korelacje sa tu wynikiem oddzialywania i wymogéw wspdélmiernosci. Struktura tej wspdtmiernosci (szcze-
gbtowo opisana w serii prac autora [2,5-9,11-16,27]) idealnie odpowiada obserwowanej eksperymentalnie
hierarchii kolektywnych stanéw FQHE, takze tych nieopisanych konwencjonalnym modelem CF, ale réwniez
obserwowanych eksperymentalnie. Wspélmiernosé dotyczyé¢ moze wielopetlowych cyklotronowych warko-
czy z najblizszymi sgsiadami lub z dalszymi sasiadami. Wspdlmiernosci z dalszymi sasiadami (trajektorii

wielopetlowych i takze jednopetlowych) nie daja sie uja¢ w konwencjonalnym modelu CF.
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Rysunek 3: Poréwnanie eksperymentalnie obserwowanej hierarchii FQHE w LLL (GaAs) z og6lna hierarchia
warkoczows v = ——— hierarchia CF zaznaczona ramka, kolorem czerwonym zaznaczone stany enigmatic
(q—Dy+=

nie wystepujace w hierarchii CF (zaznaczony metal Hala w 1/2) [1,8]

Wynikajaca ze wspotmiernosci dyskretna utamkowa struktura nawigzuje w pewnym stopniu do réw-

8Istotnym tu czynnikiem jest degeneracja LL, zapewnia jednorodnoéé orbit cyklotronowych niezbedna dla wspétmiernosci
i jest jednakowa (nie psuje uniwersalnosci hierarchii) w podpasmach GaAs i w grafenie, gdyz wynika z wlasnosci operatoréw
drabinkowych oscylatora [16] niezaleznie od pola krystalicznego (dla izolatora Cherna z ptaskim pasmem degeneracja jest réwna

ilo$ci komérek elementarnych).



niez fraktalnej dyspersji pozioméw Landaua rozpatrywanej w latach 60. w krysztale 2D przez Azbela [67]
(graficznie zobrazowanej p6zZniej jako fraktalny motyl Hofstadtera [68]). W przypadku FQHE wspoéimier-
nos¢ cyklotronowych orbit odnosi si¢ do sieci Wignera samych elektronéw o skali dlugo$ci magnetycznej
Ilp= \/g. Dla B odpowiadajacego v = 1 w GaAs, Ip >~ 10 nm a wiec jest prawie 2 rzedy wieksza od skali
stalej sieci krysztatu i dlatego efekt wspotmiernosci cyklotronowej z siecia Wignera widoczny jest w polach
rzedu 20 T w postaci hierarchii FQHE (podczas gdy obserwacja motyla Hofstadtera wymagalaby niereali-
stycznego eksperymentalnie natezenia pola ~ 10° T, dla stalej sieci ~ 0.2 nm). Dodatkowo nalezy podkresli¢,
ze hierarcha Hofstadtera-Azbela nie miala pelnego uzasadnienia a wspdétmiernosé skal byta abstrakcyjna,
podczas gdy w przypadku FQHE luke te wypelnia warkoczowa wielopetlowa struktura homotopii trajekto-
rii realizujaca wspolmiernosé i rownoczeénie determinujaca zwiazana statystyke kwantows poprzez unitarne
reprezentacje cyklotronowych podgrup warkoczowych. Ponadto fraktalna struktura podpozioméw Landaua
w przypadku motyla Hofstadtera jest efektem jednoczastkowym (pasmowym)?, podczas gdy warkoczowa
wspolmiernosé jest kolektywnym fenomenem (oddzialywanie odgrywa tu podstawowa role definiujac wigne-
rowski klasyczny rozklad elektronéw na jellium uwarunkowany odpychaniem kulombowskim). Poza model
Hofstadtera wykraczaja réwniez wielopetlowe warkocze i zwigzana z tym wspdlmiernosé wielopetlowych
orbit cyklotronowych. Zatem odniesienie do motyla Hofstadtera jest raczej ilustracja skutecznosci koncepcji
wspoOtmiernosci, ale nie jest zwigzane bezposrednio z prezentowanym topologicznym modelem warkoczowym
(np. przeliczalna struktura warkoczy wyklucza odniesienia do niewymiernych i nieprzeliczalnych fraktalnych

uogélnien wspétmiernosci w przypadku motyla Hofstadtera [68]).

2.5 Symetria wieloczastkowych stanéw kwantowych przewidzianych przez model
warkoczowy, funkcje falowe i ich energia
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Rysunek 4: Przykladowe warkocze [8] (w tym dla stanéw enigmatic, zaznaczone kolorem na krzywej ekspe-
rymentalnej R, [33]), podobna gleboko$¢ lokalnych miniméw R, tez wyjasniona zostala modelem warko-

czowym [1, 8]

Unitarna reprezentacja (1IDUR) podgrupy warkoczowej dopasowujacej sie specyficznie i zgodnie za wspo6t-
miernoscia do zmieniajacego si¢ zapelnienia poziomu Landaua v (czyli do zmienianego pola magnetycznego

przy stalej liczbie N elektronéw i statej powierzchni ukladu S, i zmiany degeneracji LLs, Ny = B}fe kie-

dy wspolczynnik zapelnienia v = Nﬂo) zalezy od generatoréow podgrupy wybieranych przez dopuszczalng

dla danego v wspdétmiernosé odpowiednich wielopetlowych cyklotronowych warkoczy z uwzglednieniem tez

9Dla wspétmiernosci Hofstadtera-Azbela [67,68] rozpatrywano abstrakcyjna wspétmiernoéé pola powierzchni ptaskiej orbity

cyklotronowej i komérki elementarnej krysztatu 2D — obie charakterystyki sa jednoczastkowe.
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dalszych sasiadéw!® (czyli przez specyficzng konfiguracje wielopetlowej wspétmiernosci). Generatory te i
ich reprezentacje 1DURs, pozwalaja nastepnie na odtworzenie symetrii wielomianowej czeéci wieloczastko-
wej funkcji falowej (w przypadku koniecznego warunku holomorficznosci tej funkeji w LLL [52], generatory
podgrupy cyklotronowej jednoznacznie definiuja te funkcje, r6zng dla réznych zestawéw generatoréw — co
zgadza sie na rodzinie funkcji Laughlina i pozwala na oryginalne i kontrolowane jej uogdlnienie). Otrzymana
w ten sposéb [2,13,15] postaé¢ funkcji falowych dla dowolnego zapelnienia z hierarchii (czyli zapelnienia
dopuszczajacego wspéimiernoéé warkoczowa) pozwala na obliczenie energii $redniej w takim kolektywnym
wieloczastkowym stanie kwantowym metoda Metropolisa Monte-Carlo [69, 70]. Obliczenia tej energii wy-
konane przez autora [1,2,13,15] dla réznych zapelnien z uzyskanej metoda warkoczowa hierarchii i dla
stosunkowo duzej liczby czastek (do 600) bardzo dobrze zgadzaja sie z danymi z dokladnej diagonalizacji
dla malych modeli oraz z danymi eksperymentalnymi odnos$nie energii aktywacji obserwowanych kolek-
tywnych stanéw FQHE przy tych zapelieniach (przykladowe poréwnanie energii aktywacji obliczonej dla
topologicznie przewidzianych funkcji prébnych dla kilku v z energiami aktywacji znalezionymi dokladng

diagonalizacja dla tych v na matych modelach przestawiono w Tabeli 1).

q T |y hierarchy fraction, v = | energy from Monte Carlo | energy from exact diago-
N/No = ﬁ simulation for functions | nalization
given by braid model
3|1 |2 ﬁ = % —0.432677 —0, 432804
3|1 |3 (3,%%3“ 3 —0.441974 0, 442281
3 1 14 (3_111;4“ 3 —0.446474 0, 447442
3 1 5 (3_?.)}5_*_1 % —0.451056 —0,450797
5 1 2 (57%)12+1 % —0.342379 —0, 342742
5 11 |3 % =2 ~0.348134 _0,348349
5 1 4 (E)jllﬁ = % —0.351857 —0,351189

Tabela 1: Poréwnanie energii kilku stanéw FQHE w modelu warkoczowym z energia z doktadnej diagonali-

zacji (dla stanéw warkoczowych symulacja Metropolisa Monte-Carlo dla N = 200) [1, 8]

2.6 Wytlumaczenie stanéw spoza tzw. hierarchii Jaina (enigmatic) i po raz pierwszy
objasnienie fenomenologicznego modelu CF i jego ograniczen

Proponowana metoda topologiczna wydaje sie by¢ uniwersalna, moze by¢ stosowana w réznych materiatach,
w LLL a takze w wyzszych LL (w wyzszych LL obserwowana eksperymentalnie hierarchia FQHE nie powiela

wzorca z LLL [42], poniewaz w wyzszych LL wspotmierne orbity sa czesto jednopetlowe [11] niespotykane

w LLL).

Autor udowodnil, ze tzw. hierarchia Jaina CF w LLL, v = m, gdziey = 1,2,... i g nieparzyste [40],
odpowiada warkoczowemu modelowi wspo6lmiernosci wielopetlowych orbit z najblizszymi sasiadami, tj. ogol-
nej hierarchii warkoczowej [1,8,15], v = %, ale dla x = 1 (co odpowiada najblizszym tylko sasiadom dla

wspoélmiernosci pierwszych g — 1 petli g-petlowej cyklotronowej trajektorii). Natomiast liczna réwniez ekspe-

rymentalnie obserwowana [33,71] hierarchia w LLL spoza hierarchii Jaina (v = %, 1%, %, %, %, 1%, 14—3, %, ce

nazywana w literaturze enigmatic hierarchy) wynika w prosty sposob ze wsp6tmiernosci wielopetlowych orbit

ale z dalszymi sasiadami (x > 1), nie uyjmowanymi przez konwencjonalny model CF (jak zilustrowano na Rys.

D]a wielu v nie jest dopuszczalna zadna wspétmiernosé, natomiast FQHE opisany mozliwg wspélmiernodcia pojawia sie

tylko w dyskretnej 'magicznej’ hierarchii zapetnien.
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3). Proponowane sa wprawdzie uogélnienia CF w kierunku kolejnych generacji CF budowanych z CF wcze-
$niejszej generacji i heurystycznego zalozenia skokowo pojawiajacego sie resztkowego silnego oddziatywania
CF wczedniejszej generacji. Anomalnie silniejsze od oddzialtywania wyjéciowych elektronéw resztkowe od-
dziatywanie CF i pojawiajace sie od zera w wyniku najdrobniejszej nawet zmiany v, by uzasadni¢ tworzenie
kolejnej generacji CF [72], wydaje sie jednak sztucznym zalozeniem — nieuzasadnione wydaje sie zwlaszcza
skokowe pojawianie oddzialywania, jesli by traktowaé CFs jako kwaziczastki'! [39,40]. Natomiast przewidy-
wania topologicznego modelu warkoczowego w kompletny i naturalny sposéb zgadzaja sie tu z obserwacjami
eksperymentalnymi takze dla enigmatycznych stanéw [1,8,15], a skokowe zmiany wspélmiernosci przy zmia-
nie koncentracji elektronéw na plaszczyznie sa zrozumialym i koniecznie dyskretnym efektem (wynika stad,
ze CF moga by¢ traktowane jako efektywny model wielopetlowych warkoczy, ale tylko dla wspdétmiernosci
z najblizszymi sasiadami, tj. gdy * = 1 w powyzszych formulach). Dobra zgodno$é energii funkcji préb-
nych w modelu CF z doktadnymi diagonalizacjami oraz z wynikami autora w modelu warkoczowym wiaze
sie z dopuszczeniem warkoczowym uzasadnieniem modelu CF w przypadku najblizszych sasiadéw (x = 1
) i z pél-empiryczna metoda stosowana dla CF wariacyjnego dopasowywania energii poprzez optymalny
dobor tzw. rzutowania na LLL z wyzszych LL dla uzyskania funkcji koniecznie holomorficznej w LLL z
nieholomorficznej w wyzszych LL. W metodzie Jaina poszukiwanie funkcji prébnych polega na rzutowaniu
funkeji dla zapelnionych wyzszych LL na LLL [40], co nie jest zdefiniowane jednoznacznie i w niekontrolo-
wany sposob zwykle nie zachowuje symetrii w przeciwienstwie do matematycznie Scislej postaci generatoréw
podgrup cyklotronowych definiujgcych te symetrie'?. Choé energia dopasowywana wariacyjnie przez opty-
malizacje rzutowania na LLL moze zblizy¢ sie do wartoéci z doktadnej diagonalizacji, to jednak proponowany
stan ma zaburzone korelacje przez niekontrolowane rzutowanie, co potrafiliémy zilustrowaé przez wizualiza-
cje korelacji w analogii do tzw. wirtualnego krysztatlu Pauliego (czyli obrazowania korelacji) [13]. Metoda
okreélania najbardziej prawdopodobnych konfiguracji 2,3,4,5, ... elektronowych w uktadzie silnie skorelo-
wanym [13,15] bezposrednio ilustruje réznice podejscia topologicznego i rzutowania na LLL zaburzajacego
wymagang przez 1DUR warkoczy symetrig. Dodaé¢ mozna, ze wizualizacja korelacji nazywana realizacja
wirtualnego krysztatu Pauliego odpowiada podobnej sytuacji jak szczegdélowa réwnowaga termodynamicz-
na, gdzie rézne korelacyjne rozklady sa ekwiwalentne, ale jednak sa charakterystyczne dla danego typu
korelacji (krysztal Pauliego moze byé nazywany co najwyzej wirtualnym krysztalem, ale jest przydatny do

obrazowania wieloczastkowych korelacji', co zostalo szerzej zilustrowane w pracy autora [13]).

2.7 Struktura jednopetlowych stanow FQHE w wyzszych LL

Bardziej ztozona sytuacja wspdtmiernosci wystepuje w wyzszych poziomach Landaua niz w LLL i dobrze
ttumaczy to eksperymentalne obserwacje catkowicie odmiennej hierarchii FQHE w wyzszych LL w stosunku
do hierarchii w LLL (w GaAs [42] i w grafenie [30,34]). Tylko w LLL jednopetlowe orbity cyklotronowe
sg zawsze zbyt krétkie w pordéwnaniu z odlegtoscia elektronéw, natomiast w wyzszych LL tak nie jest. W

wyzszych LL, czyli w stabszym polu i dla wiekszej energii kinetycznej, (2n + 1)%, dla n > 0, orbity cy-

"Kwaziczastki definiowane jako bieguny jednoczastkowej retardowanej funkcji Greena (jak w przypadku kwaziczastek Lan-
daua w metalu [73]) wymagaja ciaglosci operatora masowego wzgledem argumentéw, po przedtuzeniu analitycznym czestodci
matsubarowskiej [73], co w przypadku uktadu Halla 2D nie jest spelnione. Operator masowy z oddzialywania elektronéw 2D w
polu magnetycznym nie jest ciagly wzgledem momentu pedu, co prowadzi do ’kwantowania odleglosdci’ elektronéw, jak nazwat
to Laughlin [32].

12Wyzsze LL pojawiajace sie w konstrukcji funkcji falowych CF wskazuja niejawnie na korelacje dalszych sasiadéw, ale w
metodzie CF tylko ostatnia petla cyklotronowa (do ktérej odnosi sie y w wyzej wymienionych wzorach), przy pozostalych ¢ — 1
petlach zablokowanych jednak tylko na najblizszych sasiadach warunkiem x = 1, co mocno ogranicza model.

130kreglane jest wg funkcji falowej najbardziej prawdopodobne polozenie n-tej czastki przy wezesniej ’indukeyjnie’ ustalonym

polozeniu n — 1 (az do 1) czastek w klastrze.
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klotronowe i zbudowane z nich warkocze sa (poza zapelieniami blisko przy brzegach pasma) wieksze niz
odlegtosci miedzy czastkami. Topologiczny model rozwiazuje ten problem tutaj zbyt diugich orbit cyklo-
tronowych i budowanych z nich warkoczy poprzez wspélmiernoéé takze jednopetlowych orbit z dalszymi
sagsiadami, co prowadzi do pelnej zgodnosci opisanej w ten sposob hierarchii FQHE w wyzszych LL z eks-
perymentem we wszystkich obserwowanych tam do$wiadczalnie kolektywnych stanach. Model CF jest tu
zupelnie niepasujacy (bo ilustrowal wylacznie wielopetlowe trajektorie poprzez pomocnicze pole doczepia-
nych kwantéow strumienia do elektronéw, jeden kwant, fluz — jedna petla i skracal orbity) i nie pozwala na
opisanie wspétmiernosci warkoczy z dalszymi sasiadami jednopetlowymi warkoczami poprzez ’doczepianie’
fluksow — sa tu niepotrzebne, bo wtasnie jednopetlowe warkocze tacza dalszych sasiadéow w wyzszych LL
prowadzac do nowej klasy stanéw FQHE. Ta nowa klasa stanéw FQHE zaproponowana zostata oryginalnie
przez autora [11] i zostala zidentyfikowana w wyzszych LL zaréwno w 2DEG GaAs jak i w grafenie [2,5,8] w
pelnej zgodnodci z eksperymentem (jest to istotny nowy element przedstawianego osiagniecia naukowego).

W wyniku zastosowania metody warkoczowej mozna uzyskaé¢ hierarchie jednopetlowych stanéw FQHE
w wyzszych LL (niespotykanych w LLL i po raz pierwszy opisanych w pracy autora [11]) obok tez wielope-
tlowych stanéw FQHE w wyzszych LLs ale spychanych tu ku brzegom pasma, coraz mocniej ze wzrostem
numeru poziomu Landaua, n [6,7] (przy brzegach pasma jest malo elektronéw [lub symetrycznie w pasmie
dziur pasmowych|, sa one wtedy bardziej odlegte i dla ich zamieniania, nawet przy dtugich cyklotronowych
warkoczach dla n > 0, moga by¢ potrzebne wielopetlowe wydtuzenia tych ostatnich — zostaly one takze
szczegdlowo opisane oryginalnie przez autora [7]).

Zaproponowana przez autora [11] koncepcja wyjasnienia serii stanéw z mianownikami 3 (wystepujacych
dubletami, v = « + %, o+ %, a = 3,4) dla podpasm z n = 1 i z mianownikami 5 (czwoérki - symetryczne
kompleksy czterech stanéw, v = o + %, o+ %, o+ %, a+ %, a = 5,6) dla podpasm z n = 2 (numeracja «
przy uwzglednieniu spinu) w 2DEG GaAs [42] sa nowa propozycja stanu utamkowego FQHE o strukturze
wspoélmiernosci z kolejnymi sasiadami jednopetlowych warkoczy (takich jak dla IQHE ale przy utamkowych
zapelieniach wyzszych LL, Ry = e% kwantuje sie tu tak samo jak dla wielopetlowych stanéw FQHE). Te
dublety i czwérki widoczne sa wyraznie w eksperymencie, Rys. 5 (nie sa to stany zwiazane z CF), a ponadto
centralnie w stosunku do tych komplekséw stanéw potozone sg stany dla v = %, %, %, %, ... (Rys. 5), ktére
wg modelu warkoczowego sa sparowane [7,11] (tez zgodnie z obserwacjami i z symulacjami numerycznymi
stanéw sparowanych typu Pfaffian [56]), ale nie dla v = %,% (w dwdéch spinowych podpasmach LLL),
gdzie model warkoczowy przewiduje metal Halla [6,7], takze w zgodnoéci z eksperymentem!® (tu w LLL w
zgodnoséci tez z modelem CF).

Wraz z numerem n poziomu Landaua, ta struktura jednopetlowych komplekséw zapelnien rozrasta sie
(jak 2n symetrycznie ulozonych stanéw FQHE wokét centralnie polozonego sparowanego stanu'®), jest
przekonujaco obserwowana w eksperymencie dla n do 2 [42] — Rys. 5. Dla wyzszych n model warkoczowy
przewiduje coraz mniejsza energie aktywacji, poniewaz coraz mniej elektronéw uczestniczy w korelacjach

w coraz wyzszych stanach (reszta zajmuje caltkowicie wypelnione nizsze poziomy) i coraz mniejsza energia

147a jednopetlowym charakterem tych stanéw przemawia widoczna w eksperymencie ich stabilnogé (sa tak samo stabilne jak

réwniez jednopetlowe stany IQHE) [34].
15Stany sparowane odpowiadaja sytuacji kiedy zbyt krétkie odlegtosci miedzy czastkami zwiekszy¢ przez ich sparowanie, czyli

efektywne zmniejszenie liczby czastek dwukrotnie. Orbity cyklotronowe nie zmieniaja sie dla par, poniewaz hwp = hff = h;ff ,

natomiast koncentracja par jest dwukrotnie mniejsza od koncentracji pojedynczych elektronéw i dopasowanie orbit cyklotrono-
wych par do separacji par daje v = g, %, %, %, ---. Jest tez jasne, ze w LLL w obu spinowych podpasmach orbity cyklotronowe
sg zawsze krétsze niz odleglosci miedzy najblizszymi sasiadami i wydluzanie tych odlegltosci przez sparowanie pogorszylo by
tylko sytuacje i dlatego dla v = %, g obserwuje si¢ metal Halla a nie stan sparowany.

'5Nasz model wskazuje na spolaryzowana wzdtuz pola komponente trypletowego sparowania (jak w fazie d nadciektego He?),

co wydaje si¢ zgadzaé z numerycznym poréwnaniem z dokladna diagonalizacja Morfa [56].
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Rysunek 5: Widoczne w eksperymencie [42] jednopetlowe stany FQHE dla n = 1 i n = 2 (na rys. duze
N) (w GaAs) — zaznaczone czerwonym kolorem; niebieskie 4/3, 5/3 to tréjpetlowe FQHE w LLL, n = 0;
v = 5/2,7/2,9/2,11/2 to stany sparowane, ale 3/2 to metal Halla; zielonym kolorem zaznaczono kilka
stanow FQHE z wielopetlowych serii przesunietych do brzegdéw pasma dla n > 0 i przeslonietych przez
IQHE-reentrant wokoét catkowitych zapekien [7,11]

tych korelacji jest latwo przestaniana przez chaos termiczny (nawet w skali mK nie sa widoczne stany FQHE
dla n > 2 [42,56]). Mozna tu doda¢, ze spychane do brzegéw pasma stany wielopetlowe dla n > 0 [7] moga
z kolei by¢ przestaniane przez szerokie wyplaszczenia zwigzane z IQHE-reentrant, szerokie wtadnie w tej
lokalizacji'”, co zauwazyé mozna na Rys. 5.

Model warkoczowy pozwala tez na uogdlnienie w kierunku zidentyfikowania pelnej hierarchii metalu
Halla poprzez przejécie do granicy nieskonczonej z rozmiarem ostatniej petli w wielopetlowej orbicie (np.
granicy y — oo w wyzej wymienionych formutach na warkoczowsa hierarchie w LLL). Metal Halla naturalnie
pojawia si¢ w dwdch pierwszych podpasmach spinowych LLL w ich érodku, zgodnie tu tez z CF, ale réwniez
w innych utamkowych zapelnieniach, poza zasiegiem CF w LLL z innych rodzin hierarchii we wspomnianej
granicy [6-8] — nie jest to dostrzegalne w modelu CF, poniewaz 'nie siega’ on do dalszych sasiadéw ¢ — 1
pierwszymi petlami i nie definiuje wszystkich rodzin hierarchii (dla > 1). Metal Halla, zgodnie z modelem
warkoczowym, nie pojawia sie¢ w srodku pasm z n > 0, a réwnocze$nie moze pojawié¢ sie (nieoczekiwanie w
modelu CF) dla zapelien z mianownikiem nieparzystym (np. dla > 1 hierarchia metalu Halla w LLL,
limqum = q%, moze mie¢ nieparzysty mianownik dla x parzystego, np. x = 2 i wtedy dzielnika
q — 1, q jest zawsze nieparzyste). Zostala podana przez autora kompletna hierarchia metalu Halla w LLL i
w wyzszych poziomach Landaua [2,5,8,11] (w GaAs i w grafenie).

W kolejnej pracy [10] zostalo wskazane ze koniecznym uwarunkowaniem dla realizacji korelacji FQHE
jest dostatecznie dluga $rednia droga swobodna elektronéw, wieksza niz rozmiar probki, czyli dostatecznie
wysoka ruchliwoéé (rzedu 106 cm?/Vs), co zgadza sie z modelem warkoczowych trajektorii i uwarunkowanie
to zostalo potwierdzone eksperymentem w zawieszonej w powietrzu prébee grafenu (suspended graphene),

ktora ze stanu izolatora przechodzi w stan FQHE po wyzarzeniu (przez krétki impuls stosunkowo wysokiego

Stany reentrant to stany z efektywnym kwantowaniem R.y 1 zerowaniem R, jak dla catkowitego v ale dla pobliskiego
niecatkowitego nominalnego v (réznica w utamku wypelnienia sigga nawt 20% w LLL i jest tez znaczna w wyzszych LL — Rys.
5). Zjawisko to ttumaczy sie efektem paskowania (striping), kiedy z powodéw korzysci energetycznej stan skorelowany z lokalnie

catkowitym v realizuje sie¢ nie na calej powierzchni uktadu a tylko na wezszych paskach.
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natezenia pradu przepuszczonego przez probke, co zwigksza ruchliwo$¢ poprzez usuniecie defektéw w wyni-
ku wyzarzenia'®) [74]. Dostatecznie dluga droga swobodna konieczna jest dla realizacji daleko siegajacych
warkoczy z grupy warkoczowej, co wymaga wysokiej ruchliwosci nosnikéw, dla ktérych droga swobodna
przekracza rozmiar prébki [10, 16].

Nalezy tu wyjasnié¢, ze warkocze cyklotronowe, podobnie jak grupa homotopii 2D, to klasyczne pojecia
i nie odnosza sie bezposrednio do kwantowego zachowania czastek nieposiadajacych przeciez trajektorii.
Model topologiczny idealnie 2D danej homotopii moze natomiast byé¢ wykluczony przez uktad kwantowy,
jak w przypadku zbyt silnego pola magnetycznego dla jednopetlowych trajektorii (wcale kwantowo nie re-
alizowanych orbit cyklotronowych, poza kwaziklasyczna kinetyka pakietéw falowych), czy zbyt malej drogi
swobodnej wykluczajacej adekwatnosé zbyt diugich wielokrotnych warkoczy (a krétszych od rozmiaru ukta-
du). Nie przeszkadza jednak np. niemozno$é realizacji w danym skonczonym uktadzie dowolnie diugiego
warkocza, o ile tylko jest on dluzszy niz rozmiar uktadu — taki nie mogtby byé nigdy zrealizowany w tym
ukladzie i dlatego nie moze by¢ tez wykluczony przez ten skonczony kwantowy uktad. Podobny charakter
nalezy dostrzec w stosowalnosci (lub niestosowalnosci) Scisle 2D klasycznego topologicznego modelu homo-
topii do realnego ptaskiego ale w istocie 3D uktadu kwantowego — znowu nie wazne czy prawdziwy uktad
kwantowy jest skoniczonej gruboéci, a wazne jest by nie przejawial 3D dynamiki, co przektada sie na znacznie
wieksze odlegtosci energetyczne kinetyki noénika w kierunku z w poréwnaniu do x, y.

Z modelem warkoczowym zgadza sie tez obserwowana stata stabilnosé FQHE w grafenie przy zmniejsza-
niu oddzialywania przez zmniejszanie koncentracji elektronéw i réwnoczesne zmniejszenie pola magnetyczne-
go tak, ze utamek zapelnienia v jest zachowany [2,6,34], wtedy dluzsze cyklotronowe warkocze w stabszym
polu wciaz sa wspélmierne z rozkladem rozrzedzonych elektronéw (w grafenie, w odréznieniu od 2DEG
GaAs mozna zmieniaé¢ koncentracje noénikéw przez przesuwanie bocznym napigciem poziomu Fermiego w
poblizu punktu Diraca). W modelu CF ostabienie oddzialywania w wyniku rozsuniecia elektronéw powinno
zmniejszy¢ stabilno$é fazy FQHE, czego sie jednak nie obserwuje (w grafenie na tzw. fan diagrams [34]).
Proponujemy tu dodatkowy ilustrujacy eksperyment z warstwa Halla w otoczeniu dielektryka (gazowego,
cieklego lub stalego) modyfikujacego (zwickszajacego) wzgledna przenikalno$é w warstwie i sprawdzenie
wplywu oslabienia w ten sposéb oddzialywania elektronéw na stabilno$é¢é FQHE (w GaAs, a zwlaszcza w
grafenie, gdzie sa dostepne domieszkowane podloza z wyjatkowo wysoka wzgledna przenikalnoscig dielek-
tryczna i wspolmierna heksagonalna struktura [75]). Inna mozliwa weryfikacja eksperymentalna jest propo-
zycja [16] doswiadczalnego sprawdzenia wspéimiernoscei cyklotronowej przy mijaniu zapelnienia v = 1/2,
gdzie model warkoczowy przewiduje reorientacje na przeciwna ostatniej petli (struktura ésemki [16]), w

rozwoju wczesniej wykonanego eksperymentu potwierdzenia cyklotronowej balistyki dla FQHE.

2.8 Zastosowanie modelu warkoczowego do grafenu jednowarstwowego

Uzytecznosé modelu warkoczy i wspolmiernosci w szeroki sposéb uwidacznia sie¢ w interpretacji nowych
obserwacji eksperymentalnych [34] w wyzszych poziomach grafenu jednowarstwowego z podpasm z n = 1
(do széstego podpasma, uwzgledniajac spinowo-dolinowa SU(4) degeneracje w grafenie jednowarstwowym) i
calkowicie niejasnych wczedniej i kontrowersyjnych obserwacji w grafenie dwuwarstwowym, az w osmiu ko-
lejnych podpasmach [30,35,48]. W grafenie nalezy uwzgledni¢ odmienna strukture pozioméw Landaua, tzw.
pseudo-relatywistyczna wynikajaca ze specyficznej struktury pasmowej grafenu przejawiajacej sie istnieniem
stozkéw Diraca w wierzchotkach szesciokatnej strefy Brillouina w dwéch nieekwiwalentnych pozycjach [76].

Struktura SU(4) degeneracji spinowo-dolinowej podpasm w grafenie jednowarstwowym i réznych schema-

18Wyzarzanie nie zmienia oddziatywania elektronéw i nie powinna zmieniaé stabilnoéci stanu FQHE w modelu CF, a jednak

zmienia te stabilnosé [74].
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téw jej zdejmowania dobrze modeluje obserwowany w grafenie anomalny pseudo-relatywistyczny catkowity
kwantowy efekt Halla (IQHE) [76] i pozwala tez na rozwiniecie opisu warkoczy cyklotronowych w tym ma-
teriale w odniesieniu do FQHE. Grupy warkoczowe odzwierciedlaja topologie trajektorii a nie ich szczegdty
dynamiczne!, dlatego o klasach homotopii trajektorii cyklotronowych w grafenie decyduje gola energia ki-
netyczna (nieubrana w pole krystaliczne), taka sama jak w konwencjonalnym GaAs i taka sama masowa
degeneracja w kazdym podpadmie. Wyjasnia to niezrozumialy fakt obserwacji tej samej hierarchii FQHE
w grafenie jednowarstwowym w LLL co i w GaAs mimo pseudo-relatywistycznych odmiennych poziomoéw
Landaua wywolanych strukturg pasmowa grafenu®’. Struktura hierarchii zapelnien FQHE w grafenie jest
modyfikowana kolejnoscia podpasm spinowo-dolinowych (czterech w kazdym poziomie Landaua, podczas
gdy w przypadku 2DEG GaAs tylko dwéch spinowych) i lustrzana symetria pasm walencyjnego i przewod-
nictwa wzgledem punktéw Diraca. Réwnoczesnie — co najwazniejsze — taka sama degeneracja poziomoéw
Landaua jest zachowana w kazdym podpasmie (i taka sama jak w GaAs). Zgodno$é modelu warkoczowego
z eksperymentem jest tu przekonujaca [34] — odtworzone zostaly jeden-do-jeden wszystkie obserwowane w
tym eksperymencie szczegdly hierarchii FQHE dla n =1 [2,5,6,8,9] — Rys. 6.

Ciekawym fenomenem jest brak eksperymentalnej obserwacji (jak do tej pory) serii spoza gtéwnej hierar-
chii CF, czyli stanéw FQHE dla v = %, 13—0, 1%, %, %, %, 1—71, %, ... w grafenie jednowarstwowym w LLL (by¢
moze nalezy obnizy¢ temperature, by pokonaé¢ chaos przestaniajacy te stany w LLL w jednowarstwowym
grafenie), natomiast wyraznie przejawia si¢ tego typu seria w nastepnej czwérce podpasm kolejnego poziomu
Landaua z n =1 (dla T' ~ 50 mK) [2,6,7,34] (w grafenie lepiej wida¢ w eksperymencie [30,34] stany Halla
w wyzszych podpasmach niz w GaAs z powodu wickszej energii aktywacji ze wzgledu na zmodyfikowane
stany jednoczastkowe w grafenie w wyzszych LL [30]). W podpasmach z n = 1 w grafenie jednowarstwowym
widoczne sa dublety z mianownikami 3 [34,78] — nie sa to najprostsze CFs, jak by mozna podejrzewaé z war-
tosci mianownika, ale sa to jednopetlowe stany FQHE (zidentyfikowane wczesniej dla n = 1 w GaAs [11]) ze
wspéimiernoécia z blizszymi i dalszymi sasiadami w kazdej parze. Intensywnos¢ manifestacji korelacji maleje
ze spadkiem liczby elektrondéw w niej uczestniczacych wraz ze wzrostem numeru podpasma i, w zwigzku z
tym, coraz mniejszej wartosci energii aktywacji danej fazy homotopii, co tez jest widoczne w eksperymencie
w grafenie jednowarstwowym (dla n =1 sa tu 4 podpasma i w czwartym sygnal juz jest bardzo maly) [34],
co zgadza sie¢ z modelem warkoczowym [2,6]. Jednopetlowy FQHE wydaje sie dla n = 1 potwierdzony tez
silna (taka jak dla IQHE) stabilnoscia jednopetlowych stanéw w grafenie jednowarstwowym [2,6,34].

2.9 Wyjasdnienie anomalnego FQHE w grafenie dwuwarstwowym

Najistotniejszym powodzeniem zastosowania modelu cyklotronowych warkoczy jest wyjasnienie mocno kon-
trowersyjnych (wyraznie innych niz w monolayer-graphene i zupelnie niepasujacych do modelu CF) ob-
serwowanych stanéw skorelowanych w grafenie dwuwarstwowym (bilayer-graphene) (ponad 30 réznych sta-
néw [30,35]). Przyczyna odmiennej specyfiki nawet w przypadku LLL grafenu dwuwarstwowego jest nie-
idealna ptasko$é uktadu — elektrony moga tu przeskakiwaé (tunelowaé) miedzy dwoma warstwami, co silnie
modyfikuje homotopie trajektorii i co daje si¢ precyzyjnie uja¢ w modelu cyklotronowych warkoczy w bar-
dzo dobrej zgodnosci z eksperymentem. Przeskok miedzywarstwowy (tunelowanie) elektronéw powoduje
'zaokraglenie’ stozkéw Diraca (widmo pasmowe w poblizu punktéw Diraca w grafenie dwuwarstwowym sta-

je sie ponownie paraboliczne, a widmo Landaua ~ /n(n — 1) [77], a w grafenie jednowarstwowym widmo

190 ile te szczegdly dynamiczne nie modyfikuja homotopii — pole magnetyczne prostopadte do ptaszczyzny nie tamie symetrii
cylindrycznej, nie preferuje dynamiki w zadnym kierunku, i dlatego moze modyfikowa¢ homotopie i topologie zmieniajac po-
wierzchnig orbit cyklotronowych, ale juz elektrycznego typu pole krystaliczne jak w grafenie, nie modyfikuje topologii trajektorii.

2OW konwencjonalnym 2DEG GaAs energia pozioméw Landaua rosnie z indeksem n jak hwp(n + 1/2) (czyli jak w gazie
2DEG), ale grafenie jednowarstwowym jak hw’'\/n, w’ = 2vr/lp [76], a dwuwarstwowym grafenie jak hwg+/n(n — 1) [77).
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Rysunek 6: Odtworzenie 1-1 hierarchig warkoczowa stanéw FQHE zaobserwowanych [34] w grafenie jedno-

warstwowym dla n =1 [2,6]

pasmowe bylo lokalnie liniowe [pseudo-relatywistyczne] z widmem Landaua ~ /n [76], n — numer stanu
oscylatorowego Landaua). Z punktu widzenia homotopii trajektorii mozliwo$é przeskoku powoduje ewentu-
alno$é¢ (a homotopie wlasnie 'wylapuja’ ewentualnosci na tle innych dopuszczalnych sytuacji i to oznacza
zmiane topologii) ucieczki jednej lub wiecej petli trajektorii z jednej warstwy do drugiej. Gdy mamy do
czynienia np. z trojpetlowa trajektoria, to ucieczka trajektorii realizuje rozklad petli miedzy warstwami,
2 — 1 lub (ekwiwalentnie) 1 — 2 — w obu przypadkach tylko 2 petle (a nie wszystkie 3 jak w monowarstwie)
dziela miedzy siebie wspdlny strumien pola zewnetrznego, poniewaz ta trzecia petla, ktéra przeskoczyla
do przeciwleglej warstwy, ma swoja wlasna tam powierzchnie. Powoduje to, ze FQHE dla v = 1/3, ktory
byl obserwowany w grafenie jednowarstwowym, w grafenie dwuwarstwowym przesuwa sie do v = 1/2 (tam
gdzie w jednowarstwowym byl metal Halla) i to zostalo zaobserwowane w eksperymencie [35]. Efekt ten
jest nieosiagalny w modelu CF (wymaga bowiem opisanej manipulacji petlami niemozliwymi do ujecia w
modelu CF, a ewentualne proponowane rozdzielanie doczepianych fluksow miedzy warstwami jest niespdjne
z koncepcja kwaziczastki CF [40]).

Interesujace, ze w innym eksperymencie [48] gdy dwuwarstwowy grafen jest ulokowany na podtozu hBN
(heksagonalny azotek boru wspéimierny ze struktura krystaliczna grafenu), a nie podwieszony w powietrzu
w postaci swobodnej dwuwarstwy (suspended graphane) jak w [35], to stan FQHE w 1/2 znika — i tu
takze skuteczne wyjaénienie oferuje model cyklotronowych warkoczy: W dwuwarstwowym grafenie mamy
dodatkowa tzw. ’przypadkowa’ degeneracje stanéw n = 0 i n = 1 (stany oscylatora harmonicznego dla
poziom6w Landaua) obu wchodzacych zatem w grafenie dwuwarstwowym do LLL (stany oscylatora n = 0
i n = 1 maja tu te sama energie, co wynika z obecnosci podwdjnego operatora anihilacji w lokalnym
hamiltonianie dla bilayer-graphane zwiazanym z przeskokiem miedzy warstwami [77]), daje to tu az 8-
krotna degeneracje LLL, 4-krotng spinowo-dolinowa i zdwojona przez 'przypadkowa’ degeneracje n = 0 i

n = 1 (w jednowarstwowym byla tylko 4 krotna degeneracja LLL)?!. Jedli zauwazy¢, ze dla n = 1 orbity

2L LL jest symetrycznie podzielony miedzy pasma walencyjne i przewodnictwa w grafenie, a bocznym napieciem przesuwacé
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Rysunek 7: Stany FQHE obserwowane [35] w suspended bilayer-graphene, w tym v = —1/2, spowodowa-

ne ucieczka petli cyklotronowej do przeciwnej warstwy (kolorem czerwonym zaznaczona cala zwiazana z

przeskokiem petli hierarchia warkoczowa wyraznie zgodna z eksperymentem [2])

cyklotronowe sa 3 razy wieksze niz dla n = 0 (przy tym samym polu B), to w przypadku, gdy poziom
n = 1 (tj. odpowiednie podpasmo LLL w bilayer-graphene z n = 1) jest zapelniany pierwszy przed n = 0,
to tréjpetlowa trajektoria nie bedzie w ogdle potrzebna w takim najnizszym podpasmie z duzymi orbitami
i nie bedzie przeskoku orbity dajacego FQHE dla v = 1/2 (ktéry byl obecny w przypadku gdy stan z n =0
[podpasmo LLL z n = 0] byl pierwszy zapelniany i orbity trzeba bylo wydluzaé¢ dodatkowymi petlami) —
wyjasdnia to obserwowana réznice miedzy obydwiema konfiguracjami eksperymentalnymi [2,9,14]. Oprécz
stanu v = 1/2 model warkoczowy przewidzial cala serie zapelien w LLL w bilayer-graphene — jak na Rys.

8 (dla n = 0,1 kolejnosci zapelnien).

B'
- @’% &
1
1
interlayer hopping of an electron

400 l 14 F—0.15

Rxx(2)

—6.0 =55 -5.0 —4.5 —4.0

Filling factor v

Rysunek 8: Tlustracja wypltywu fragmentu petli orbity do przeciwnej warstwy [2] i odtworzenie tym efektem

obserwowanych [30] zapelnien FQHE w bilayer-graphene dla n = 2, dwa pierwsze podpasma

Dalszg topologiczna nowoécia w grafenie dwuwarstwowym jest mozliwos¢ przeskoku fragmentu petli,

tj. realizowanie indywidualnej petli z przeskokiem [2, 8], Rys. 7 — wtedy nie ma wymogu wspolmiernosci

mozna poziom Fermiego miedzy pasmowymi elektronami i dziurami (co daje istotna przewage eksperymentalng grafenu nad

konwencjonalnym elektronowym 2DEG GaAs).
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w pojedynczej warstwie dla takiej czesciowo przeskakujacej petli (poniewaz zamieniajace sie warkoczem
elektrony sa caly czas w przeciwnych warstwach) i obserwowaé mozna w takiej sytuacji inny wymiar petli niz
nominalny dla danego n bez przeskoku (jak na Rys. 7). Opisaé¢ to mozna przez efektywna ucieczke strumienia
pola przechodzacego przez redukowana petle, kwant po kwancie — pelna analiza takich mozliwoéci daje
dopasowanie rownoczesnie wszystkich okoto 30 zaobserwowanych stanéw w LL z n = 2 w bilayer-graphene,
gdzie ta ucieczka kwantéw na skutek przeskoku czesci petli do przeciwnej warstwy jest wyjatkowo istotna
[2] (Rys. 8). Tu zgodno$¢ jeden-do-jeden z eksperymentem wydaje sie mocno potwierdzaé topologiczny
warkoczowy model korelacji FQHE (byto to dyskutowane przez autora z zespolem eksperymentalnym prof.
D. Goldhabera-Gordona [30], przy okazji recenzowania przez autora publikacji zespotu Goldhabera-Gordona
[30] — dyskusja ta jest tam tez opublikowana). Proponujemy tu tez dalszy krok eksperymentalny — dla
tréjwarstwowego grafenu, rowniez z odmienna jeszcze inaczej topologia trajektorii i struktura jej przeskokow

i mozliwa do przewidzenia specyficzna struktura stanéw skorelowanych.

2.10 Eksperymentalna weryfikacja modelu warkoczowego w grafenie
dwuwarstwowym, rozstrzygajacy eksperyment
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Rysunek 9: Pionowym napieciem, ktére blokuje przeskok trajektorii miedzy warstwami, mozna zmienié
homotopie trajektorii grafenu dwuwarstwowego na homotopie jednowarstwowego [2,8] — eksperyment [79],

stan 1/3 zastepuje stan 1/2

Interesujace jest, ze przewidziany przez autora eksperyment z zablokowaniem przeskoku przez piono-
we napiecie prostopadle przylozone do hallowskiej dwuwarstwy bilayer-graphene (dwuwarstwowego grafenu)
zostal wykonany wczesniej z innym zamiarem [79], ale potwierdzil przewidywania opisanego modelu warko-
czowego. Poprzez czesciowe (w jedna strone) zablokowanie przeskoku elektronu pionowym napieciem blokuje
sie mozliwo$¢ miedzywarstwowego przeskoku trajektorii. Przeskok trajektorii wymaga przeskoku elektronu w
obie strony (trajektoria musi wrécié¢ poniewaz jest zamknieta), zatem gdy odpowiednie elektryczne pole pio-
nowe blokuje przeskok w jedna strone, catkowicie blokuje przeskok trajektorii. W ten sposéb przylozonym
napieciem przywrdci¢ mozna topologie jednowarstwowa z dwuwarstwowej i wszystkie efekty homotopijne
wywotane przeskokiem w dwuwarstwie znikaja. To wtasnie zaobserwowano w LLL dwuwarstwowego grafenu
pod wplywem pionowego napiecia [79] (Rys. 9). Takie eksperymentalne zademonstrowanie zmiany topologii
dwuwarstwowego grafenu przez przylozenie pionowego pola elektrycznego — wydaje sie to dos¢ unikalng
sytuacja w zakresie skorelowanych uktadéw wieloczastkowych. Autor proponuje tez dalszy rozwdj tego eks-
perymentu [2,8] (poprzez kontakt z grupami Mahera, Deana i Goldhabera-Gordona) dla tzw. probek 'open
face’ (z wycietym okienkiem w gérnym hBN dla prébek zanurzonych [embedded] w hBN), na ktérych uzy-

skano najbardziej zawansowane wyniki odnosnie obserwacji FQHE [30] (az do 6smego podpasma — co jest
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rekordem w calej hallowskiej fizyce w wyniku przewag tej konfiguracji [30]). Te ztozone obserwacje daly sie
wyttumaczy¢ modelem warkoczowym z przeskokiem petli warkoczowej. Zablokowanie tego przeskoku powin-
no wyjatkowo silnie zmieni¢ obserwowany obraz. Struktura prébki ’open face’ utrudnia w pewnym stopniu
nalozenie gornej elektrody zadajacej pionowe napiecie blokujace przeskok, jest to problem techniczny, ktéry
dyskutujemy (mozna np. nalozy¢ elektrode krawedziowo, gdyz jednorodnosé pola elektrycznego nie jest tu
wymagana). Spodziewamy sie, ze wszystkie widoczne szczegdly zwiazane z ucieczka kwantéw strumienia
znikna po przylozeniu napiecia, a zastapione one zostana zupelnie inna struktura hierarchii (taka jaka jest
obserwowana i przewidziana modelem warkoczowym w jednowarstwowym uktadzie hallowskim dla poziomu

Landaua z n = 2 [5,11], tj. zapelnienia z mianownikami 5).

2.11 Uogoblnienie reguly Bohra-Sommerfelda — matematycznie $cista weryfikacja
modelu warkoczowego

Kolejnym naszym rezultatem [1] (wydaje sie o bardziej podstawowym znaczeniu wykraczajacym poza ukla-
dy hallowskie) jest uogdlnienie kwaziklasycznej reguly Bohra-Sommerfelda na przypadek niejednospéjne;
przestrzeni. Reguta Bohra-Sommerfelda odnosi si¢ kwaziklasycznie do przypadku 1D i klasycznej przestrze-
ni fazowej (trajektorii fazowej) czastki w dowolnego ksztaltu studni 1D z punktami zawracania na granicach
studni?2. Gdy jednak zastosowaé te regute do pary sktadowych kinematycznego pedu natadowanej czast-
ki (elektronu) 2D w prostopadlym polu magnetycznym B, kiedy te skladowe pedu kinematycznego nie
komutuja ze soba z powodu obecnosci prostopadlego pola magnetycznego (np. w cechowaniu Landaua,
A = (0, Bz,0)), te skladowe, P, = —ihV,, Py = —ihV, — eBz, tworza pare kanonicznie sprzezonych wiel-
kosci, ktore moga byé¢ potraktowane jako uogoélnione potozenie i ped — ich 1D przestrzen fazowa w terminach
pedu kinematycznego jest 2D i odpowiada obrdconej o /2 przestrzeni rzeczywistych przesunieé tez w 2D, z
kwaziklasycznego wzoru Lorentza na przyrost pedu kinematycznego, dP = —edr x B. Ta ostatnia przestrzen
moze juz by¢ niejednospdjna i rzeczywiscie taka jest w uktadach wielu czastek na plaszczyznie — dopuszczal-
ne (a czasem konieczne) sg tu zatem wielopetlowe trajektorie niehomotopijne z jednopetlowa. Tréjpetlowa
trajektoria typu Bohra-Sommerfelda (dla jednego powrotu — pélpetla z jedna dodatkowa petla — czyli w
obie strony w przestrzeni fazowej, to razem 3 petle) realizuje FQHE z v = 1/3, podczas gdy pélipetla po-
wrotu bez dodatkowej petli realizuje IQHE z v = 1 [1]. Petle na pojedynczym przebiegu miedzy punktami
zawracania mogg pojawiaé sie po jednej k = 1,2,..., zatem na zamknietym cyklu moze by¢ tacznie 2k + 1
petli (1,3,5,...).

Calka Bohra-Sommerfelda dla sktadowych pedu kinematycznego na plaszczyznie w obecnosci pola ma-
gnetycznego definiuje rozmiar kwantu strumienia tego magnetycznego — jest on 2k + 1 razy wiekszy dla k
petli na pojedynczej galezi zawracania (ma zatem wieksza powierzchnie przy tym samym polu magnetycz-
nym — jest to rozmiar orbity cyklotronowej). To skrétowo zarysowane tu wyprowadzenie w sposob $cisty
dowodzi wzrostu rozmiaru wielopetlowych trajektorii w 2D, co wykorzystujemy w analizie wspotmiernosci,
kiedy warkocze cyklotronowe bez petli sa za kroétkie.

To wlasnie zmiana wielko$ci kwantu strumienia w niejednospéjnej przestrzeni konfiguracyjnej dla elek-
tronéw 2D w polu magnetycznym jest przyczyna FQHE. Uogdlnienie reguly Bohra-Sommerfelda [1] ma
podstawowe ogdlniejsze znaczenie nie tylko dla formalizmu warkoczowego, a wszedzie tam gdzie istotna role
odgrywa kwant strumienia pola magnetycznego rosnacy wraz z indeksem homotopii trajektorii (gdyby silne
pole magnetyczne nie niszczylo nadprzewodnictwa, to mozna by sie bylo spodziewa¢ 'utamkowego’ efektu

Josephsona dla odmiennego kwantu strumienia pary Coopera (2k + 1)2—h€; by¢ moze utamkowe kwantowanie

22Wnikanie w bariere w przypadku niepionowej bariery powoduje pojawienie sie w standardowej formule Bohra-Sommerfelda,

fpdz = (n+ %)h; przesuniecie 1/2 jest bez znaczenia dla topologii zagadnienia (dla pionowych nieskoniczonych barier 1/2 znika).
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niemagnetycznym polem Berry okaze si¢ tu pomocne).

Podkresli¢ nalezy, ze reguta Bohra Sommerfelda i zastosowanie do kwantowania strumienia pola jest kwa-
ziklasyczne i niezalezne od oddzialywania, tzn. przyblizenie kwaziklasyczne jest nieperturbacyjne wzgledem
oddzialywania (takze topologiczne uogdlnienie tej reguly jest niezalezne od oddzialywania) — zatem reguta
Bohra-Sommerfelda wraz z uogélnieniami topologicznymi moze by¢ stosowana w uktadach z dowolnie silnym
oddzialywaniem (jak dla FQHE).

2.12 Catka Feynmana dla stanu kinetycznego i odtworzenie przebiegu R,, w
zaleznos$ci od zapelnienia w LLL

Kolejnym rezultatem w przedstawianym osiggnieciu naukowym jest oryginalne rozwiniecie catki Feynma-
na [65,66] na sytuacje niestacjonarnego kinetycznego efektu kwantowego [1], kiedy propagator wyrazony
przez te catke musi uwzglednié¢ sumowanie po wszystkich mozliwych trajektoriach odpowiadajacych réznym
dopuszczalnym konfiguracjom wspétmiernosci (z rézna energia) przy tym samym v (zauwazyli$my, ze liczba
r6znych faz homotopii dla tego samego v silnie zalezy od v). Réznym konfiguracjom przy tym samym zapel-
nieniu v odpowiada odmienna podgrupa cyklotronowa, co prowadzi do réznych energii stanéw korelacji (faz
homotopii), a najnizsza z nich realizuje stan podstawowy. Interesujace jest tu zauwazenie, ze dla niektérych
v liczba mozliwych réznych konfiguracji (faz homotopii) bywa mocno wigksza niz dla innych — dostrzegliSmy
konsekwencje tego nieréwnomiernego rozkladu. Kiedy eksperyment jest kinetyczny (np. pomiar Ry, ), to od-
powiadajacy niestacjonarny kwantowy stan ukltadu powinien byé charakteryzowany przez catke Feynmana
z suma po wszystkich dopuszczalnych konfiguracjach wspétmiernosci (poniewaz energia nie jest okreslona w
stanie niestacjonarnym i dla zagadnienia kinetycznego z zaleznym od czasu hamiltonianem nie istnieja stany
stacjonarne). Taka suma nie wystepuje dla dzialania propagatora na stan stacjonarny z okreslona energia
(tam wchodzi tylko jedna konfiguracja). Uwzgledniajac wszystkie konfiguracje wspélmiernosci wykonali$my
numeryczng symulacje wzglednej wartosci catki Feynmana wraz ze zmieniajacym sie v w stanach niestacjo-
narnych, czyli bez okreslonej energii, ale z R, proporcjonalnym do odwrotnoéci propagatora — wynik okazal
sie zaskakujacy — odtworzylismy ksztalt eksperymentalnej krzywej R,,(v) dla GaAs [1], Rys. 4. To zupelnie

nowy wynik w fizyce hallowskiej, silnie zwigzany z modelem warkoczowym i wyraznie go potwierdzajacy.
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Rysunek 10: Odtworzenie R, (v) w LLL (GaAs) przy pomocy calki Feynmana dla niestacjonarnego stanu [1],

krzywa teoretyczna — czerwony, eksperymentalna — niebieski

Zauwazamy tez, ze na krzywej R, (v) dla stanéw enigmatic, czyli dla takich v, dla ktérych niedopusz-
czalne sa korelacje warkoczowe z x = 1, Ry, nie osigga zera, w odréznieniu od stanéw z korelacjami z x = 1

(mozna zauwazy¢ zwiazek lokalnej glebokosci miniméw R, z warto$cia x) [1,33]. Oznacza to, ze dla tych
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v jest wyraznie mniej réznych dostepnych klas homotopii niz dla v dopuszczajacych x = 1. Pamigtajac,
ze x > 1 oznacza korelacje nastepnych sasiadéw dla ¢ — 1 pierwszych petli g-petlowej trajektorii (ostatnia
petla regulowana jest przez y > = w ogdlnej hierarchii) mozna interpretowaé, ze calkowity brak korelacji

najblizszych sasiadéw prowadzi tu do resztkowego oporu.

2.13 Kwantowe symulacje Monte-Carlo, nowatorska wizualizacja i identyfikacja
korelacji i symetrii stanéw FQHE

W ramach osiggniecia naukowego prezentowane sa takze nasze kwantowe symulacje Monte-Carlo w meto-
dzie Metropolisa [69, 70] rozwinigte dla prébnych wieloczastkowych stanéw odpowiadajacych generatorom
poszczegdlnych podgrup warkoczowych, ktére definiuja symetrie i postaci funkeji falowych (przy warunku ich
holomorficznosci w LLL), a wynikajace ze specyficznej warkoczowej wspéimiernosci orbit cyklotronowych.
Uzyskane energie érednie bardzo dobrze zgadzaja sie z dokladng diagonalizacja oddzialywania na malych
modelach i z energiami aktywacji otrzymywanymi dla tych wspétczynnikéw zapelnienia eksperymentalnie z

zalezno$ci temperaturowej opornosci (narysowanej w skali Arrheniusa).

v=1/3,N =40, v =4/13, N = 40,
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Rysunek 11: Przyktadowy portret korelacji (krysztal Pauliego) dla v = 1/3 i v = 4/11 (enigmatic) obliczo-
ny rozwinieta metoda typu Metropolisa Monte-Carlo z falowych funkcji warkoczowych [13] — zauwazalne

korelacje dalszych sasiadéw dla v = 4/11

W osiagnieciu przedstawione sa analizy numeryczne autora (z doktorantka p. mgr inz. Patrycja Lydz-
ba, ktorej autor jest pomocniczym promotorem) dla stanéw skorelowanych dla réznych zapelnien hierarchii
FQHE otrzymanych w podejsciu cyklotronowych grup warkoczowych dla zmiennej liczby czastek przy tej
samej gestosci (do okoto 103 czastek w geometrii plakietki o symetrii cylindrycznej, i przedtuzonej do granicy
termodynamicznej podobnie jak w [69]). Wykazano bardzo dobra zgodno$¢ z dokladna diagonalizacja od-
dzialtywania na malych modelach dla rozpatrywanych zapelnien i z eksperymentalnymi warto$ciami energii
aktywacji. Rozwinieto tez numeryczna analize i wizualizacje korelacji w rozpatrywanych stanach wieloczast-
kowych poprzez poszukiwanie najbardziej prawdopodobnych planarnych geometrii wirtualnych kompleksow
(klastréw) n-czastkowych (najbardziej prawdopodobne ustawienie n-tej czastki, kiedy skonfigurowano usta-

wienie wg mapy gestoéci prawdopodobienstwa definiowanej przez wieloczastkowa funkcje falowa, a odczy-
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tywanej metoda podobna do indukcji matematycznej dla n — 1 itd. az do 1, stosowana jest tu oryginalnie
rozwinieta metoda kwantowej symulacji Monte Carlo z elementami algorytmu symulacji wyzarzania [13]).
Uzyskane w ten sposéb wizualizacje korelacji wirtualnego krysztatu Pauliego (typu ’szczegdélowej réwnowagi’
podobnie jak w rozkladach statystycznych) sa indywidualnym portretem korelacji dla poszczegblnych zapel-
nien hierarchii FQHE. Symetria tych korelacji odzwierciedla posta¢ generatoréw poszczegdlnych konfiguracji
wspotmiernosci. Dla poréwnania pokazujemy zaburzenia tej symetrii w stanach proponowanych w modelu
CF, gdzie symetria ulega deformacji w wyniku heurystycznych procedur rzutowania [40] z wyzszych pozio-
méw na LLL w metodzie CF dla uzyskania holomorficznosci funkcji falowej. Rzutowanie zaburza symetrie
w niekontrolowany sposéb, czego unika sie w systematycznym podejsciu grup warkoczowych, gdzie symetria
jest Scisle definiowana przez postaé generatoréw podgrup warkoczowych wraz z podzialem na skorelowane w
réznym stopniu podzbiory blizszych i dalszych sasiadéw (podobnie do metody Halperina [51]) a znalezienie

funkcji falowej nie wymaga rzutowania z wyzszych pozioméw Landaua i ‘recznego’ usuwania biegunéw.

2.14 Homotopijne uwarunkowania IQHE, rola oddzialywania i uniwersalnos¢

wspotlmiernosci

Nalezy dodaé ze rozpatrywana przez nas wspdélmierno$é nie dotyczy rozmiaréw w sensie promienia orbit,
ale raczej ich powierzchni i definiowana jest przez archetyp wspétmiernoéci dla IQHE — kiedy kazda orbita
cyklotronowa (nie wchodzac w jej ksztalt) zabiera kwant strumienia %, a liczba orbit doktadnie réwna sie
liczbie elektronéw, co daje pelny strumien przez calg powierzchnie probki, czyli powierzchnia orbity jest réw-
na powierzchni prébki przypadajacej na pojedynczy elektron (nie moze by¢ wtedy idealnie kolista [kola nie
wypelniaja plaszczyzny] i rzeczywiscie nie jest taka w uktadzie z oddzialywaniem — dlatego nalezy sie postu-
giwaé wspOtmiernoscia powierzchni, a nie promieniem i tak postepujemy w modelu warkoczowym). W sensie
grup warkoczowych, stan IQHE (kiedy % = N% = e%) jest zatem podstawowym wzorcem wspotmiernosci
cyklotronowej oddziatujacych elektronéw. Dostrzegamy tu, ze w wyzej opisanym sensie stan IQHE jest réw-
nie kolektywnym skorelowanym wieloczastkowym stanem uwarunkowanym przez oddzialywanie (jak stany
FQHE), odpychanie elektronéw zapewniajace réwnomierne wignerowskie rozlozenie elektronéw na plasz-
czyznie jellium (klasyczny punkt wyjscia dla calki Feynmana), niezbedne dla wspélmiernosci, a nie jak
czesto jest argumentowane w literaturze w odniesieniu do IQHE, stanem ’zrozumialym jednoczastkowo’.
Popularna terminologia ’jednoczastkowy’ wiaze sie tu z faktem, ze gdy wielomian Jastrowa przechodzi w
wielomian Vandermonde’a w funkcji Laughlina, jak dla IQHE, to stan uktadu z oddzialywaniem elektronow
ma te sama funkcje falowa jak uklad bez oddzialywania (zadana przy oddzialywaniu przez wspélmiernosé
okreslona dla v = 1 pelna grupa warkoczowa, taka sama jak dla gazu [i dla gazu jedyna mozliwa], ale w gazie
grupa ta nie okresla korelacji, tylko statystyke przez 1IDUR — w gazie nie ma wspdlmiernosci). Ale oczywiscie
energie sa inne, poniewaz ten sam analitycznie wyrazony stan przez wielomian Vandermonde’a (wyznacz-
nik Slatera z jednoczastkowych funkeji Landaua) odpowiada réznym hamiltonianom (jak udowodnit to tez
niezaleznie Haldane w terminach pseudopetncjaléw [52]). Uklad bez oddzialywania ma energie zero w tym
stanie liczac od najnizszego zdegenerowanego poziomu Landaua, a uktad z oddzialywaniem — w zgodzie z
rzeczywistym eksperymentalnym stanem IQHE realizowanym przeciez przez elektrony z oddzialywaniem —
ma energic mniejsza (—0.58@ na czastke [8]) zwiazana z energia oddzialywania skorelowanych wg wie-
lomianu Vandermonde’a elektronéw z samymi soba i z dodatnim jellium (co bezposrednio wyliczyé mozna
np. metoda Monte Carlo Metropolisa [69]). Trzeba tu zauwazy¢, ze w ukladzie bez oddzialywania (w gazie)
wspotmiernosé warkoczy traci sens poniewaz odlegltodci miedzy elektronami moga by¢ w gazie dowolne. Za-
tem oddziatywanie jest podstawowym prerekwizytem do rozwiniecia topologicznego opisu hierarchii FQHE

i warunkuje réwniez realizacje rzeczywistego stanu IQHE, chociaz funkcja falowa tego ostatniego jest tej
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samej postaci dla uktadu bez oddzialywania, ale nie jest to wtedy stan skorelowany. Innymi stowy, w gazie
niemozliwe sa stany skorelowane (w tym niemozliwe sa stany FQHE ale i tez IQHE), chociaz mozliwe jest
kompletne zapelnienie LLL (i wyzszych LL) przez elektrony — ale to nie oznacza IQHE, musza jeszcze by¢
korelacje, a do tego potrzebne jest oddzialywanie. Odpychajace oddzialywanie miedzy elektronami ustala
odlegtosci miedzy nimi na ptaszczyznie jellium, co warunkuje wspétmiernoéé cyklotronowa w calym uktadzie
dopuszczalng dla specyficznych tylko zapelnien (dyskretna hierarchia FQHE i tez stan IQHE). Dopuszczalne
warkocze okreslaja wtedy wieloczastkowe korelacje.

Stany FQHE i IQHE nie sa zatem fazami kwantowymi z lokalnym parametrem porzadku (zwiazanym z
operatorem masowym od oddzialywania [73]), sa kolektywnymi silnie skorelowanymi stanami calego wielo-
czastkowego uktadu z korelacjami zdefiniowanymi topologicznie przez cyklotronows podgrupe warkoczowa
specyficzna dla danej koncentracji elektronéw, czyli zapelnienia poziomu Landaua. Stany te mozna nazwaé
fazami topologicznymi homotopii, a ich energie okreslone sg przez kolektywne korelacje warkoczowe w ca-
tym ukladzie dostosowane poprzez konfiguracje wspotmiernosci do koncentracji elektronéw na ptaszczyznie
(energie te mozna zidentyfikowaé¢ np. metoda Metropolisa Monte-Carlo albo dokladna diagonalizacja od-
dzialywania). Zauwazy¢ nalezy tez, ze koncepcja wspotmiernosci cyklotronowych warkoczy z rozkladem
elektronéw jest uniwersalna, tj. homotopie trajektorii nie sa czule na szczegdty dynamiki w réznych mate-
rialach GaAs, czy grafenie a nawet w utamkowym topologicznym izolatorze Cherna [37,38]. W tym ostatnim
przypadku, w kontynuacji koncepcji Haldane’a [49], mamy do czynienia z calkowitym efektem Halla i nastep-
nie z typowsa hierarchig utamkowa mimo braku jednorodnego kwantujacego pola magnetycznego. Catkowity
i utamkowy efekt Halla odpowiada tu korelacjom kulombowsko odpychajacych sie elektronéw rownomiernie
roztozonych na ptaszczyznie krysztatu zdefiniowanym przez wspohmiernosé ich odlegtosci z rozmiarami orbit
uwzgledniajac przy tym wielopetlowe trajektorie o zwiekszonym rozmiarze, a zadawane przez kwantowanie

strumienia pola Berry [80] przy obej$ciu komorki elementarnej, w zamian strumienia pola magnetycznego.

2.15 Wykres fazowy konkurencji nadcieklosci ekscytonéw i IQHE-reentrant w
podwoéjnym ukladzie hallowskim z barierg i przy komplementarnym

ulamkowym zapelnieniu

Wykorzystanie wyzej opisanych obserwacji (a takze mozliwo$é obliczania energii dla duzej liczby czastek
metoda kwantowego Monte-Carlo, a nie tylko dla co najwyzej kilkunastu w wariacyjnej doktadnej diago-
nalizacji), zostalo rozbudowane w kolejnych pracach autora [3,4] do analizy rozwijanej intensywnie ostat-
nio [81-83] nowej konfiguracji eksperymentalnej ukladéw hallowskich, a mianowicie dwéch ukladéw Halla
rozdzielonych warstwa izolatora na tyle gruba, by zapobiegaé¢ tunelowaniu elektronéw miedzy warstwami
Halla, ale tez dostatecznie cienka by zapewnié silne oddzialywanie Coulomba obu warstw. Dla hallowskich
uktadow GaAs stosuje sie izolator GaAlAs o grubosci d > 1.4lg, gdzie I = \/ezB to dtugo$é¢ magnetyczna
(dla B = 10T wynosi ona okolo 10 nm), a dla warstw grafenu stosuje sie izolator hBN (heksagonalny azotek
boru) o lepszych wlasnosciach izolacyjnych niz GaAlAs i blokowanie tunelowania zachodzi tu nawet dla
d ~ 0.5l (obydwa izolatory dopasowane sa struktura krystaliczna do odpowiednich ukladéw hallowskich,
by nie wprowadzaé zaburzajacego nieporzadku). To wlasnie opanowanie wytwarzania kanapkowych struktur
grafenu (zwlaszcza dodatkowo jeszcze z grafenem dwuwarstwowym jako warstw hallowskich) bardzo zaawan-
sowalo ten eksperyment w 2017 [82,83]. Cel eksperymentéw jest tu wyjatkowo ambitny, poniewaz zaklada
sie i uklad realizuje nadciekly kondensat miedzywarstwowych ekscytonéw [84], par elektron-dziura z pasm
Landaua ulokowanych w dwdch przeciwleglych warstwach hallowskich, a wytwarzanych w komplementar-
nie zapelnionych warstwach, vy, + vt = 1, czyli pochodzgcych z pasm landauowskich obu rozdzielonych

izolatorem warstw, top i bottom.
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Fenomen nadcieklo$ci rozdzielonych i przez to stabilnych ekscytondw jest intrygujacy, a eksperymentalnie
obserwowane sa tu efekty typu wleczenia (drag) wzajemnie sprzezonych miedzywarstwowo nosnikow i efekt
przeciwpradu (counterflow), traktowany jako eksperymentalny dowéd nadciektosci kondensatu. Oryginalnie
zastosowalismy i rozwinelismy dwuskladnikowy model Bogolubova [4] dla nadcieklych ekscytonéw. W sto-
sunku do wczesniejszych modeli zaproponowaliSmy modyfikacje, a mianowicie dwusktadnikowy kondensat
(w oryginalnych wczesniejszych pracach rozwijany byl model jednoskladnikowy, bedacy prostszym uogol-
nieniem hipotetycznych [niestabilnych] ekscytonéw w jednej warstwie, kiedy ich poprzeczna polaryzacja nie
miala znaczenia i nie byta definiowana [85,86]). Gdy jednak warstwy sa przestrzennie rozdzielone, polaryza-
cja miedzywarstwowych ekscytonéw (%) lub (F) odgrywa istotna role i okazuje sie ona, naszym zdaniem [4],
decydujaca dla stabilnosci nadciektego kondensatu, co urealnia opis. W modelu Bogolubowa widaé, ze nad-
ciektos¢ wymaga odpychania bozonéw w kondensacie — ekscytony wprawdzie nie sa idealnymi bozonami,
gdyz tworza je pary fermionéw w pojedynczo obsadzanych tylko stanach, to jednak kondensacja takich eks-
cytonéw w rozpatrywanym ukladzie jest mozliwa, poniewaz niezaleznie od koniecznie réznych kwantowych
stanéw elektronéw i dziur (fermionéw) w komplementarnie zapelionych pasmach Landaua obu warstw,
wszystkie te elektrony i dziury maja te sama energie zwiazang z masywna degeneracjg pozioméw Landaua
— zatem i ekscytony maja wszystkie te sama energie [85] — kondensuja w kondensat Bosego-Einsteina i prze-
chodza w stan nadciekty, o ile si¢ odpychaja. Wtasnie to odpychanie jest powiazane z wzajemnym rozktadem
przestrzennym obu sktadnikéw kondensatu o przeciwnych polaryzacjach, co proponujemy w pracach [3,4].
W modelu proponujemy oryginalnie strukture naprzemiennych z przeciwna polaryzacja (naprzemiennie w
warstwie i tez miedzywarstwowo) paskéw (stripes) w przestrzeni k (gdzie k numeruje stany elektronéw i
dziur w pasmach Landaua, przy cechowaniu Landaua); pokazujemy tez, ze struktura paskéw jest niezmien-
nicza na wybor cechowania i zapewnia optymalne odpychanie ekscytonéw i stabilno$¢ nadciektych faz obu
polaryzacyjnych sktadnikow w dwuwarstwowym ukladzie. Z ta struktura konkuruje w naszym modelu stan
IQHE-reentrant, rébwniez optymalizowany (wlasnie przy pomocy dostosowanej kwantowej numeryki Metro-
polisa Monte Carlo??) w strukturze paskowej, kiedy lokalnie nastepuje przemieszczenie elektronéw, tak by
uzyska¢ energetycznie korzystny stan skorelowany IQHE w catkowicie zapelnionym pasku z vjyeq; = 1, mimo
utamkowego nominalnego zapelnienia calej warstwy. Wykazaliémy przy tym [3,4], ze efekt IQHE-reentrant
jest silnie wzmocniony w dwuwarstwowej strukturze w wyniku oddziatywania poprzez bariere komplemen-
tarnie i naprzemiennie utozonych paskéw (stripes) w przeciwlegltych warstwach.

W pracy [4] przeprowadzilismy symulacje Monte Carlo Metropolisa calego uktadu kwantowego uwzgled-
niajac konkurencje stanéw nadcieklego kondensatu i IQHE-reentrant i znalezliSmy diagramy fazowe calego
uktadu w zaleznoéci od niezrownowazenia komplementarnego zapetnienia warstw, tj. dla zmiennych utamko-
wych Viop 1 Vpot, z warunkiem vyo, +1vpor = 11 0d grubosci d bariery izolatora, w dwéch réznych konfiguracjach
eksperymentalnych [87]: counterflow i drag. Diagramy fazowe (po raz pierwszy znalezione teoretycznie przez
nas dla tych ukladéw) okazaly sie by¢ w dobrej zgodnosci z eksperymentem dla GaAs/GaAlAs/GaAs i tez
dla b-graphene/hBN /b-graphene (b-graphene oznacza tu dwywarstwowy grafen pary uktadéw hallowskich)
i odtwarzaja charakterystyczne szczegdly zachowania obserwowanych eksperymentalnie uktadow. Zgodnosé
jest iloéciowa odnosnie polozenia krzywych przej$é¢ fazowych i energii aktywacji fazy nadcieklej (niewyja-

Snionej poprzednio i znacznie mniejszej niz energia sparowania ekscytonéw, poniewaz w konkurencji fazowej

ZMetoda Metroplisa Monte Carlo [69] jest skuteczna dla obliczania silnie wielokrotnych catek (np. o krotnosci kilku tysiecy)
dla wartosci oczekiwanej np. energii z wieloczastkowych funkcji falowych poprzez losowa wedréwke w przestrzeni konfiguracyjnej
wszystkich czastek ze sprzezeniem zwrotnym gwarantujacym przyrost prawdopodobienstwa wg. funkcji falowej znajdowanej
konfiguracji potozenia czastek; po ~ 10® takich krokach uzyskuje sic rozktad ’szczegélowej réwnowagi’ i odpowiadajaca mu
$rednia szukanej wielkosci. Usrednienie po duzej liczbie tego typu réznych losowo uzyskanych rozktadéw ’szczegdtowej réwnowagi’

daje kwantowg $rednig szukanej wielkosci z bardzo wysoka dokladnoscia.
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Rysunek 12: Przykladowe diagramy fazowe dla konkurencji nadciektego kondensatu ekscytonow i IQHE-
reentrant dla konfiguracji counterflowi drag; pierwszy panel — schemat ukladu b-graphene/hBN/b-graphene,
drugi panel — diagram fazowy dla GaAs/GaAlAs/GaAs (drag), trzeci panel — hiperpowierzchnie ener-
gii konkurujacych stanéw dla GaAs/GaAlAs/GaAs (drag), czwarty panel — diagram fazowy dla Ga-
As/GaAlAs/GaAs (counterflow) [3,4]

pomniejszona jest o zysk energetyczny IQHE-reentrant). WyjasniliSmy tez [4] dwie zagadkowe obserwacje

eksperymentalne z 2017 roku w b-graphene/hBN /b-graphene:

1. Brak sygnalu counterflow, czyli zanik nadcieklo$ci w stanach b-graphene z n = 1, mimo obecnosci
nadcieklosci ekscytonéw (counterflow) w stanach z n = 0 i n = 2 [82]. Wynika to naszym zdaniem
z czterokrotnie mniejszego, jak oszacowaliSmy, odpychania elektronéw (lub dziur) z podpasma LLL
b-graphene z n = 1 w poréwnaniu z odpychaniem tych czastek w stanach zn =0 w LLL lub zn =2
w pierwszym LL (dla n = 1 nie ma piku centralnego w profilu modutu funkeji falowej Landaua, czyli
gestosci tadunku, zgodnie z postacia wielomianu Hermite’a dla stanu n = 1, w przeciwienstwie do
odpowiednich profili dla stanéw z n = 0 lub n = 2, ktére posiadaja pik centralny [w dowolnym cecho-
waniu|; powoduje to dla n = 1 silne przekrycie sasiednich stanéw w pasku k i ostabienie odpychania
tych sasiadéw, w przeciwienstwie do stanéw z pikiem centralnym, jak dla n = 0 lub n = 2). Znacznie

stabsze odpychanie destabilizuje nadcieklo$é¢ kondensatu Bosego-Einsteina.

2. Drugim wytlumaczonym efektem jest z kolei brak reakcji typu drag i odpowiedzi Halla dla stanéw z

pasma walencyjnego (I/top = —%, Vpot = —%) w b-graphene/hBN /b-graphene, mimo ze silnie zaznaczo-
11
212
Zaproponowany przez nas model stripes wyjasnia to anomalne (niesymetryczne) zachowanie faktem,

ne sa te odpowiedzi w symetrycznym zapelnieniu pasma przewodnictwa ( ) tego samego materiatu.
ze gdy dziury landauowskie w pasmie walencyjnym (dziurowym tez pasmowo) sa przesuniete na sku-
tek tworzenia paskéw do dziurowego paska w sensie podpoziomu Landaua, a wszystko odbywa sie
u szczytu pasma walencyjnego pasmowo, to zupelnie brak jest w tym dziurowym pasku elektronéw.
Pozostaje wtedy tylko 'puste’ jellium, ktére nie jest dynamiczne w sensie Halla. Podobnie przeciwnego
znaku pasek nie da odpowiedzi Halla dla (—%, —%), gdyz w tym przypadku kompletnie zapelnione

lokalnie pasmo walencyjne oddalone jest w b-graphene szczelina od pustego pasma przewodnictwa i
11
202
metria i réznica zanotowana w obserwacjach [82]. Sygnal IQHE-reentrant powraca jednak, gdy ktoras

tez jest pasywne hallowsko. Taka sytuacja nie wystepuje dla zapeinienia struktury ( ) i stad asy-
z warstw w pasmie walencyjnym uzyska dodatkowe stopnie swobody dynamicznej poprzez mocniej-
sze zapelnienie dziurami walencyjnymi o swojej wlasnej dynamice (np. dla konfiguracji zapelnienia
struktury b-graphene/hBN /b-graphene (—%, —%) Z Viotal = Vbot + Viop = —2), co tez zgadza sie¢ z
eksperymentem [82,83].

W pracy [3] zostala z kolei wyjasniona po raz pierwszy konkurencja i synergia miedzywarstwowego tunelo-

wania i miedzywarstwowego oddzialtywania w organizacji kolektywnego stanu uktadu podwdéjnego. Zostaty
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wyjasdnione [3] pionierskie wyniki z lat 90. [88,89] o dziwnych i niezrozumialych dotad stanach FQHE w
podwdjnych ukladach hallowskich GaAs przy zapelieniach 1/4 i 1/2 kazdej z warstw przy dopuszczalnym
tunelowaniu miedzywarstwowym i znikaniu tych stanéw przy wzmocnieniu izolujacej bariery miedzy war-
stwami. Nasz model homotopii trajektorii [3] (skuteczny tez w grafenie duwarstwowym b-graphene, jak opisa-
no wyzej) w kompletny sposéb wyjasnil obserwowane zapekienia dla FQHE w obu eksperymentach [88,89],
a takze szczegdly korelacji gdy tunelowanie zostanie zablokowane [4]. Podanie tego wyjasnienia eksperymen-

téw [88,89] jest jednym z istotniejszych wynikéw w przestawianym osiagnieciu.

2.16 Podsumowanie

Rozwinigty i zademonstrowany w zastosowaniach model kwantowych faz homotopii wydaje si¢ waznym

elementem rozwoju opisu stanéw hallowskich. Model ten:

e jest Scisly matematycznie (wykorzystuje dobrze rozwiniety aparat topologii algebraicznej grup homo-

topii 71, w szczegdlnosci warkoczowych),

e oryginalnie wprowadza do struktury grupy homotopii warkoczowych wspétmiernoéé cyklotronows —

definiuje cyklotronowe podgrupy warkoczowe,

e definiuje kwantowsg hierarchie FQHE w oparciu o formalizm catek Feynmana dla uktadow wielu czastek
oddziatujacych na rozmaitosci 2D w kwantujacym polu o wyjatkowo bogatej grupie warkoczowej o

cyklotronowych podgrupach wybieranych przez wspéimiernosé,

e jest uniwersalny, stosuje sie do LLL i wyzszych LL zar6wno w 2DEG GaAs w polu magnetycznym jak
i w grafenie jednowarstwowym i wielowarstwowym w polu magnetycznym, a nawet do topologicznych
izolatoréw Cherna z polem magnetycznym zastapionym przez pole Berry (bez pozioméw Landaua, a

ulamkowe zapelnienie definiuje sie tu na komorke elementarna),

e definiuje kompletng hierarchie FQHE, metalu Halla i stanéw sparowanych w pelnej zgodnosci z do-

stepnymi danymi eksperymentalnymi (okolo 150 szczegétéw hierarchii w 2DEG GaAs i w grafenie),
e wyjasnia kontrowersyjny anomalny FQHE obserwowany w grafenie dwuwarstwowym,

e wyjasnia nature stanéw spoza gléwnej hierarchii CF w LLL (nazywanych w literaturze enigmatic i
obserwowanych w 2DEG GaAs),

e wyjasnia istote fenomenologicznego modelu CF i podaje zakres jego stosowalnoéci, uzasadnia tez struk-

tura korelacji dalszych sasiadow co odpowiada modelowi wielosktadnikowych standéw Halperina,

e podaje Scista metode znajdowania funkcji probnych i precyzyjnie okresla ich symetrie (w przeciwien-

stwie do rzutowania na LLL z wyzszych LL w modelu CF),

e podaje stany (funkcje falowe) z hierarchii FQHE z bardzo dobra zgodnoscia ich energii z doktadna

diagonalizacja oddzialywania i z eksperymentalnymi warto$ciami energii aktywacji,

e pozwala na rozwoj calki Feynmana dla réznych konfiguracji wspdétmiernoéci i dla niestacjonarnych

stanéow kwantowych,

e odtwarza po raz pierwszy R,,(r) w ukladzie Halla ze wzglednymi réznicami wartosci podtuznego

oporu dla réznych zapelnien zgodnymi z eksperymentem (LLL in GaAs),
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e definiuje uogélnienie zasady Bohra-Sommerfelda dla niejednospéjnych przestrzeni, co pozwala na (nie-
zalezne od oddzialywania) znalezienie innego kwantu strumienia pola magnetycznego w przypadku

niejednospdjnej przestrzeni,

e pozwala na rozwdj iloSciowego opisu IQHE-reentrant i znalezienie po raz pierwszy wykresu fazo-
wego konkurencji nadcieklosci ekscytonow i IQHE-reentrant w podwodjnych uktadach hallowskich z
dielektryczna bariera w dobrej iloSciowej zgodnosci z obserwacjami w GaAs/GaAlAs/GaAs i w b-
graphene/hBN /b-graphene,

e pozwala na identyfikacje roli tunelowania w uktadach podwdjnych i synergie z oddzialywaniem w orga-
nizacji skorelowanych stanéw FQHE w uktadach podwdjnych, niewyttumaczonych w konwencjonalnych

modelach,

e pozwala na wizualizacje korelacji w kolektywnych stanach FQHE (poprzez wirtualny krysztal Paulie-
g0).

7 zestawionego zakresu przedstawianego modelu i jego zastosowan dostrzec mozna jego uzytecznos$é¢ dla
wiekszego zrozumienia uwarunkowan FQHE i wyjasnienie istoty wczesniej stosowanych szeroko modelu CF
i wielosktadnikowego modelu Halperina. Przekonuje bardzo dobra zgodnos¢ z eksperymentem nowego topo-
logicznego opisu odnosnie wszystkich znanych do tej pory detali hierarchii FQHE w réznych materiatach, a
zwlaszcza skuteczne wyjasnienie anomalnego FQHE w dwuwarstwowym grafenie niemozliwego do interpre-
tacji w ramach konwencjonalnego opisu CF, a zaobserwowanego w licznych szczegotach z wyjatkowo wysoka
(rekordowa az do 8-go podpasma) precyzja, czy tez odtworzenie po raz pierwszy przebiegu opornosci podtuz-
nej w zaleznoéci od zapelnienia LLL w GaAs. Istotne jest tez odwotanie sie do $cistych matematycznie wyni-
kéw, sposrdd ktorych rozstrzygajacy i podstawowy charakter ma uogélnienie reguly Bohra-Sommerfelda dla
wielospOjnych przestrzeni, formalizm warkoczowej podgrupy cyklotronowej oraz wykonanie rozstrzygajacego
eksperymentu zmiany topologii zewnetrznym czynnikiem w zgodzie z warkoczowym modelem (eksperyment
z zablokowaniem przeskoku trajektorii w b-graphene przez prostopadle pole elektryczne, wykonany wczeéniej
(2014) w innym celu).

Zaproponowany model faz homotopii cyklotronowych grup warkoczowych skutecznie wyjasnia wszyst-
kie eksperymentalnie zaobserwowane jak dotad elementy hierarchii FQHE. Jest to szczegélnie istotne w
odniesieniu do nowych obserwacji z ostatnich lat w grafenie dwuwarstwowym i jednowarstwowym oraz w
wyzszych LL wszystkich materialéw hallowskich, gdzie konwencjonalny opis CF okazuje sie nieskuteczny.
Rozwiklanie tez istoty heurystycznego modelu CF oraz okreslenie zakresu jego stosowalnosci (tj. ograniczenie
do wspo6lmiernosci najblizszych sasiadéw, czyli do x = 1, jak zostalo wyzej opisane) jest tu znaczacym osia-
gnieciem, podobnie jak szczegdélowe wyjasnienie dlaczego model CF nie moze by¢ w wielu bardziej ztozonych
przypadkach stosowany. Nalezy tez dodaé, ze silnie zachowawcze podejscia zwolennikéw modelu CF szeroko
rozpowszechnionego w odniesieniu do FQHE od ponad 25 lat powodowalo, ze opublikowanie konkurencyjnej
i nawet z istotnymi przewagami teorii natrafialo i natrafia na silny opér twoércéw i kontynuatoréw modelu
CF?*. Wyraznie jednak widoczne jest, ze CF nie sa realnymi kwaziczgstkami, a kwanty pomocniczego pola
‘przyczepiane’ w tym modelu do elektronéw sa tylko ilustracja dodatkowych petli cyklotronowych (jedna
petla — jeden kwant) i nie sa rezultatem lokalnego ubierania elektronéw w oddzialywanie jak sugeruje model
CF, ale sg wynikiem w pierwszym rzedzie nielokalnej specyficznej wspétmiernosci warkoczy oddziatujacych
czastek i tylko w szczegblnie prostym przypadku tej wspdtmiernosci zgodnym z przewidywaniami CF. Od-

dzialywanie nie odgrywa tu roli 'ubrania kwaziczastki’ jak np. dla kwaziczastek Landaua w metalu. Mimo

24Szczegblnie w PRL gdzie EBM byt Jainendra K. Jain a Ed. dziatu QHE jest Samidranath Mitra i w PRB gdzie Ed. dziatu
QHE jest Hari Dahal — zwolennicy modelu CF Jaina.
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popularnosci mylacej "kwaziczastkowej’ interpretacji CF ostatnio wzrasta jednak zainteresowanie nowa to-
pologiczng nielokalng teorig FQHE ze strony specjalistow, m.in. A. MacDonalda, Z. Papica, D. Haldane’a,
D. Golghabera-Gordona, F. Peetersa.

Model warkoczowy ujmuje zasadnicza role oddzialywania miedzy elektronami prowadzacego do specy-
ficznych korelacji FQHE, ale uregulowanych przez topologiczne uwarunkowania kwantowania wynikajace z
natury specyficznych homotopii ptaskich uktadéw (a nie przez samo oddziatywanie?®), co prowadzi do po-
wstawania réznych faz homotopii dla réznych zapetnien pozioméw Landaua w rézny sposob dopuszczajacych
specyficzne konfiguracje warkoczowej wspotmiernosci w 2D. Catka Feynmana precyzuje, ze oddziatywanie
wchodzi do niej dwukanalowo — poprzez wspotmiernos¢é mozliwg wylacznie w ukladzie z oddziatywaniem i
poprzez lagranzjan w dzialaniu. Te same kanaly wystepuja tez niejawnie w doktadnej diagonalizacji dla okre-
Slonej liczby czastek i rozmiaréw probki i wielkosci pola magnetycznego (czyli takze wspotmiernosci) a mylace
jest tu odnoszenie przyczyn réznic w hierarchii FQHE (np. w wyzszych LL) do réznic stanéw jednoczast-
kowych (te ostatnie decyduja o wielkosci energii aktywacji faz ale wybranych jednak przez wspolmiernosé).
Warkoczowy model okresla hierarchic FQHE bardziej kompletnie niz model CF czy model Halperina i nie
positkuje sie fenomenologicznymi zalozeniami a wrecz wyjadnia sens tych zatozen poczynionych w innych
modelach. Argumentem wspierajacym opisane osiggniecie jest formalny matematycznie charakter modelu
podgrup warkoczowych i pelna zgodnosé ilosciowa (hierarchii i energii faz homotopii) z eksperymentalnymi
obserwacjami w réznych mikroskopowo materiatach przy uwzglednieniu tez topologicznych odmiennosci (jak
np. w b-graphene z mozliwoscia przeskoku trajektorii miedzy warstwami). Cykl prac [1-16] ma charakter
publikowania kolejno rozwijanych elementéw catego modelu i zastosowan, najbardziej zaawansowane i istot-

ne w przedstawionym osiagnieciu publikacje to [1-5,7,9].

Szczegbélowe istotniejsze rezultaty z odniesieniem do publikacji wlgczonych do osiggniecia:

1. uogdlnienie regulty Bohra-Sommerfelda na przypadek przestrzeni wielosp6jnej [1]

2. wprowadzenie wspdlmiernosci cyklotronowej do struktury grupy warkoczowej (cyklotronowe podgrupy
warkoczowe) (2,8, 16]

3. znalezienie kwantu strumienia magnetycznego w niejednospdjnej przestrzeni z warkoczowa grupa cy-

klotronowsa [1]

wprowadzenie pojecia fazy homotopii i fazowego przejécia kwantowego homotopii [1,2, 7]

uogoélnienie catki Feynmana na rézne fazy homotopii [9,12, 16]

wyprowadzenie pelnej hierarchii FQHE w LLL GaAs wraz z enigmatic zapelnieniami [5,8, 14, 15]

podanie funkcji falowych dla stanéw z hierarchii, obliczenie (Metropolis-MC) energii [2,8, 15]

podanie wyjasnienia modelu CF i jego ograniczen [1,2,16]

© 0N o e

wprowadzenie nowej klasy FQHE (jednopetlowych) w wyzszych LL [11]

10. ilustracja zaburzen symetrii przy rzutowaniu na LLL w modelu CF, wirtualny krysztal Pauliego dla
faz homotopii [13]

11. wyjasnienie uniwersalnosci modelu warkoczowego dla FQHE (GaAs, grafen, utamkowy topologiczny
izolator Cherna) [1,2,5, 8]

12. wyjasnienie przyczyny koniecznosci bardzo wysokiej ruchliwosci no$nikéw dla organizacji FQHE [10]

13. wyprowadzenie hierarchii metalu Halla i stanéw sparowanych (GaAs, grafen, LLL i wyzsze LL) [2,5,
7,13,15]

14. wyjasnienie niekonwencjonalnej hierarchii FQHE w grafenie jednowarstwowym, n =1 [5,6,14]

15. wyjasnienie anomalnej hierarchii FQHE w grafenie dwuwarstwowym, n =0, 1,2 [2, 6]

ZDla przyktadu, nie obserwuje sie FQHE w 3D mimo oddziatywania.
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16. uogolnienie calki Feynmana na stan niestacjonarny i znalezienie po raz pierwszy R,,(v) dla LLL
GaAs [1]

17. wprowadzenie dwusktadnikowego modelu Bogolubova nadcieklosci ekscytonéw w komplementarnie
zapelionym podwdjnym ukladzie Halla i zaproponowanie modelu stripes (w przestrzeni k i rzczywi-
stej) [4]

18. znalezienie wykresu fazowego konkurencji nadcieklosci i IQHE-reentrant w podwéjnym uktadzie Halla
3,4

19. wyjasnienie braku counterflow dla stanun = 1 LLL w b-graphene i braku sygnatu Halla dla zapelnienia
(—0.5,—0.5) w ukladzie b-graphene/hBN /b-graphene [4]

20. wyjasnienie synergii i konkurencji tunelowanie-oddzialywanie w uktadach podwdjnych i wyjasnienie
zagadkowych stanéw FQHE 1/4 i 1/2 w podwéjnych uktadach GaAs z tunelowaniem miedzywarstwo-
wym [3]
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