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Od chwili odkrycia utamkowego efektu Halla przez Tsui, Stormera i Gossarda w 1982 roku
uplyneto juz prawie 40 lat. W dalszym ciagu zjawisko to jest Zzrodtem inspiracji badan wta-
snosci skorelowanych uktadéw elektronowych w dwoch wymiarach. Dziedzina ta dopracowata
sie wlasnego jezyka wiazacego dwuwymiarowy charakter uktadu fizycznego z matematyczna
teorig analitycznych funkcji wielu zmiennych zespolonych. 7 uwagi na nieperturbacyjng
role oddziatywania kulombowskiego w rezimie utamkowego obsadzenia podstawowego i wyz-
szych pozioméw Landaua od samego poczatku wysitki teoretyczne zmierzaty do wytonienia,
optymalnej z punktu widzenia zasady wariacyjnej, wieloelektronowej funkcji probnej. Kieru-
nek poszukiwan wytyczyt w roku 1983 R. Laughlin proponujac swoja stynna funkcje falowa
dopasowana do zapelnienia v = 1/3 i ogodlniej do tak zwanych zapelnieri typu Laughlina
postaci v = 1/(2s + 1). Sze$¢ lat pozniej Jainendra Jain przedstawil model ztozonych
fermionow, ktory przynajmniej z punktu widzenia fenomenologii systematyzuje cala game
obserwowanych zapetnienn w utamkowym efekcie Halla. Postulat Jaina, a w szczegdlnosci
pomyst polegajacy na taczeniu elementarnych strumieni pola magnetycznego z potozeniem
czastek uwypuklil zwiazek wiréw funkcji falowej z korelacjami miedzy elektronowymi oraz
z topologicznymi wlasnosciami ukladu. Funkcje Read’a-Moora dla v = 5/2, czy bardziej
ogolne stany Reazayi-Read’a zaproponowane dla v = 1/2 stanowia dalsza wskazowke, ze
kluczowa role w poszukiwaniach optymalnej funkcji falowej odgrywa analiza miejsc zero-
wych symetrycznych wielomianéw wielu zmiennych zespolonych i ich zwigzku z korelacjami
miedzy elektronowymi. Andrei Bernevig i Duncan Haldane w serii artykutow z poczatku lat
dwutysiecznych postawili w pewnym sensie kropke nad i zwracajac uwage na zwiazek sta-
now utamkowego efektu Halla z symetrycznymi funkcjami holomorficznymi, a konkretnie z

wielomianami Jacka. W ten kontekst wpisuje sie praca doktorska mgr. Bartosza Kusmierza.



Rozprawa doktorska jest napisana w jezyku angielskim i liczy tacznie 180 stron. W
pierwszej czesci autor przedstawia elementy teorii niezbedne do zrozumienia serii szesciu
artykutow stanowiacych czesé druga rozprawy i zawierajacych oryginalne wyniki uzyskane
przez autora. Dwa sposréd tych artykuléw sa opublikowane w renomowanym Physical Re-
view B, trzy ukazaly sie w materiatach po konferencyjnych w Acta Physica Polonica A, a
jeden opublikowany w formie preprintu oczekuje na decyzje edytora Physical Review B. Pie¢
sposrod wiaczonych artykutow jest dwu-autorskich, a jeden ma trzech autoréow. We wszyst-
kich przypadkach mgr. B. Kusmierz jest pierwszy autorem. 7Z zataczonego oswiadczenia oraz
z faktu, ze doktorant wlaczyl te artykuly jako integralna cze$é swojej rozprawy wnioskuje,
ze jego rola przy ich powstaniu byla wiodaca.

Jak juz wspomniano, liczaca 106 stron pierwsza czesé¢ dysertacji omawia elementy teorii
utamkowego efektu Halla niezbedne do zrozumienia oryginalnych dokonan autora. Ma ona
duzy walor dydaktyczny. Material jest dobrze przemyslany, a wyktad logiczny. Kazdy na-
stepny rozdzial ptynnie nawigzuje do materiatu opisanego w rozdziale poprzednim. Dzieki
temu czyta sie te czes¢ z prawdziwg przyjemnoscia. Wprowadzenie w rozdziale pierwszym
zaczyna sie jak mozna byto oczekiwaé¢ od omoéwienia klasycznego i catkowitego kwantowego
efektu Halla. Przedstawiono elementarny opis tego zjawiska za pomoca funkcji zmiennej
zespolonej zastosowanego w wersji jednoczastkowej jak i w przypadku wieloczastkowej funk-
cji falowej nieoddziatujacych elektronéw. W tym formalizmie zdefiniowano wazne z punktu
widzenia ogélnej teorii pojecia kwaziczastki i kwazidziury. W rozdziale drugim oméwiono
utamkowy efekt Halla wprowadzajac miedzy innymi kluczowe dla dalszej prezentacji pseudo-
potencjaly Haldane’a i tzw. hamiltoniany rzutowe. W systematyczny sposob zaprezentowano
najwazniejsze funkcje probne zaproponowane na przestrzeni lat do opisu tego zjawiska. Dro-
biazgowo oméwiono wspomniang juz funkcje Laughlina, ktéra ze wzgledu na swoje intrygu-
jace wtasnosci ciggle stanowi punkt odniesienia przy konstrukeji innych stanéw utamkowego
efektu Halla. Przytoczono tez funkcje Laughlina kwaziczastki i kwazidziury. Jedna z feno-
menalnych wtasnosci funkeji Laughlina jest fakt, ze odnosi sie ona do stanu podstawowego
uktadu oddziatujacego krotkozasiegowym odpychajacym potencjatem dwucialowym, a mimo
to zdumiewajaco dobrze pokrywa sie z wynikami numerycznej diagonalizacji z potencjatem
kulombowskim. Autor zwraca uwage na zwiazek miedzy funkcjami Laughlina oraz funkcja
Moora-Read’a zaproponowana dla zapelnienia v = 5/2 i zawierajaca dodatkowy czynnik
w postaci pfaffianu pewnej macierzy, ktory niweluje niektore zera w czynniku Laughlina-
Jastrowa. Prowadzi do efektywnego ostabienia odpychania miedzy elektronami, co mozna
interpretowac jako tendencje do parowania sie elektronéw. Stany pfaffianowe w odréznie-
niu od stanéw Laughlina sg stanami podstawowymi dla krétkozasiegowego, odpychajacego

potencjatu trojciatowego. Korelacje miedzy potozeniami czastek w obu przypadkach sa po-



gladowo zilustrowane na rysunku 2.3 dla stanéw Laughlina v = 1/3 i bozonowej funkcji
Moora-Read’a na rys. 2.4. Zwraca uwage silna zaleznos¢ gestosci prawdopodobienstwa
wzglednego rozktadu prawdopodobienistwa znalezienia czastki od odleglosci od innej czastki
w przypadku funkcji Laughlina w poréwnaniu z funkcja pfaffianowa, ktéra dopuszcza paro-
wanie czgstek. Autor omawia nastepnie logiczne rozszerzenie idei modelowych oddzialywan
kontaktowych na przypadek oddzialywan k + 1 - cialowych wprowadzone przez Read’a i
Rezayi dla zapehienia v = k/(2+ k). W tym przypadku konstrukcja funkeji falowej zaktada
podzial uktadu czastek na k-czastkowe grupy (klastry) skorelowane miedzy soba. Read i Re-
zayi wykazali, ze ich model przewiduje zanikanie funkcji falowej z odlegtoscia przy zblizaniu
do siebie k11 czastek. Swietng ilustracja tej whasnosci funkeji Read’a-Rezayi jest rysuneck
2.5, na ktorym wida¢ efekt grupowania trzech czastek dla k = 3 i antykorelacji przy zblizaniu
do siebie k + 1 czagstek. Grupowanie czastek prowadzi do zysku energetycznego w wyniku
powstawania dziury korelacyjnej. Jako szczegélne przypadki funkeji dla oddziatywan trojcia-
towych przedyskutowano rowniez funkcje typu haffnian dla stanéw fermionowych z v = 1/3
i bozonowych z v = 1/2 oraz funkcje typu gaffnian dla fermionéw z v = 2/5 and v = 2/3
dla bozonow.

Omoéwienie modelu ztozonych fermionéw zaproponowanego przez J. Jaina konczy ten w
pewnym sensie historyczny przeglad najpopularniejszych funkcji falowych dla utamkowego
efektu Halla. Na zakoriczenie rozdzialu drugiego przedstawiono sformulowanie kwantowego
efektu Halla na sferze Haldane’a stanowiace dogodna podstawe do obliczenn numerycznych.

W rozdzial trzecim oméwiono w spos6b matematycznie rygorystyczny podstawowe wla-
snosci wielomianéw symetrycznych w zakresie wystarczajagcym do zrozumienia wynikéow dru-
giej czedci dysertacji. Podano zwiazek miedzy partycjami liczb naturalnych i wielomianami
symetrycznymi oraz przytoczono kilka waznych przyktadow takich wielomianéw i ich zwiaz-
kéw z funkcjami macierzy. Kluczowym pojeciem wykorzystywanym w tej analizie sa relacje
porzadku w zbiorze partycji. W szczegolnosci centralne dla rozprawy sg wielomiany Jacka
scharakteryzowane przez podanie partycji gtéwnej oraz parametru deformacji. Przytoczono
wazny wzOr rekurencyjny na wspoétczynniki rozktadu w bazie jednomianéw o partycjach
podporzadkowanych partycji gtownej. Zwiazek tych wielomianéw z utamkowym kwanto-
wym efektem Halla ,odkryty” i opisany we wspomnianej serii prac Berneviga i Haldane’a
polega na tym, ze wiele rozpatrywanych do tej pory funkcji falowych mozna skojarzyé z
wielomianami Jacka o odpowiedniej partycji gtéwnej, a zatem zgodnie z teza tych dwoch
autoréw zasadne jest poszukiwanie optymalnych rozwiazan wykorzystujac wtasnosci stanow
Jacka. Cgze$é pierwsza jest uzupetlniona dwoma dodatkami. Jeden z nich dotyczy metod
numerycznych stosowanych w obliczeniach, a drugi zawiera dow6éd na wyznacznikowa po-

sta¢ wyznacznikow Jacka. Dodatki mozna odczyta¢ jako swiadectwo biegtosci doktoranta



zarowno w dziedzinie informatyki jak i na polu matematyki teoretycznej. Zalaczona bi-
bliografia jest imponujaca. Przy pierwszym czytaniu wydala mi sie ,nadzupelna” w tym
sensie, ze zawiera wiele odno$nikow do standardowych podrecznikéw w kwestiach na ogot
do$é¢ oczywistych - szczegdlnie we wstepnej czesci rozprawy. Pozytywnie oceniam jednak,
ze autor przytoczyl ogromng liczbe artykuléw oryginalnych dotyczacych tematu rozprawy
dowodzac w ten sposob swojej erudycji w tej dziedzinie.

Czes¢ druga rozprawy zawiera sze$¢ artykutow zawierajacych oryginalne wyniki uzyskane
przez autora.

Jak juz wspomniano pewne stany, ktéore mozna zidentyfikowaé¢ jako stany Jacka opi-
sujace utamkowy efekt Halla wiaza sie z k-cialowym oddzialtywaniem krotkozasiegowym.
W artykule pierwszym poréwnano takie stany ze stanami odpowiadajacymi dwucialowym
pseudopotencjatlom Haldane’a o niskim momencie pedu. Stwierdzono, ze pseudopotencjaty
dwuciatowe z m < 5 dos¢ dobrze opisuja kulombowski stan podstawowy. Nastepnie, analiza
przekrycia stanéw Jacka z dokladnymi stanami otrzymanymi dla dwuciatowych pseudopo-
tencjalow Haldane’a pozwolita na odkrycie cennej reguty wiazacej potencjaly wielociatowe
z optymalnymi kombinacjami pseudopotencjatow dwuciatlowych. Jest to glowny wynik tej
pracy. Analize przeprowadzono dla omawianych wezesniej stanéw Laughlina, parafermionéw,
pfaffianéw, gaffnianéw i haffnianéw. Okazuje sie, ze stany Jacka moga z powodzeniem, acz
w przyblizeniu opisywaé¢ stany wygenerowane przez odpychanie dwuciatowe. Artykut robi
imponujace wrazenie z uwagi na drobiazgowos¢ z jaka przedyskutowano wszystkie rozwazane
przypadki oraz wysoki poziom rachunkéw numerycznych.

Artykut drugi podobnie jak artykul pierwszy zostal opublikowany w Physical Review B.
Na przyktadzie stanéw Read-Rezayi zbadano wtasnosci stanéow podstawowych dla krotkoza-
siegowego i dtugozasiegowego oddzialywania czteroczastkowego w ramach przyblizenia pola
sredniego. Stosujac rézne warianty teorii pola sredniego wygenerowano pseudopotencjaly
dwuczastkowe charakteryzujace stany otrzymane dla potencjatu czteroczgstkowego. Otrzy-
mane wyniki pozostaja w zgodzie z poprzednio omawianym artykutem, w ktorym optymalne
potencjaly dwuczastkowe wyznaczono numerycznie. W szczegélnosci odtworzono stosunki
optymalnych pseudopotencjatéow dwuczastkowych. W dodatku okazato sie, ze widmo dla
oddziatywania trojcialowego w przyblizeniu sredniego pola daje identyczny wynik (z do-
ktadnoscia do statych skalowania ) jak procedura usredniania czastka-dziura. Wykazano tez,
ze obserwacja ta nie dotyczy potencjatow wiecej niz trojczastkowych.

Krotki artykul numer trzy jest doniesieniem konferencyjnym w pewnej mierze nawigzu-
jacym do poprzedniego artykutu, cho¢ chronologicznie zostat opublikowany wczesniej. Tym
razem analizowany jest stan Moore’a-Read’a typu pfaffian, ktory jest zwiazany z oddziaty-
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przekrycie miedzy stanami Moore’a-Read’a i stanami otrzymanymi w ramach pola sredniego
jest bardzo wysokie choé¢ oczywiscie zalezne od rozmiaru ukitadu. Poréwnanie ze stanem
podstawowym dla oddziatywania kulombowskiego na pierwszym poziomie Landaua wypada
troche stabo i wyraznie psuje sie dla wiekszych uktadéw. Nie mniej autorzy konkluduja, ze
funkcja typu pfaffian lepiej opisuje stan podstawowy niz pole §rednie. Uzupetitbym jednak
to stwierdzenie uwaga, ze przekrycie z wynikiem Scistym jest jednak ciggle dos¢ stabe.

Nastepny artykut takze jest doniesieniem konferencyjnym i podejmuje probe systematycz-
nego wylonienia najlepszych kandydatéow na wariacyjng funkcje falowa utamkowego efektu
Halla sposrod wielomianéw Jacka. Doktadna diagonalizacja z oddziatywaniem kulombow-
skim stuzy do wytonienia tzw. dominujacej partycji (partycji podstawowej) charakteryzu-
jacej poszukiwany wielomian symetryczny. Zgodnie z oczekiwaniami proponowana metoda
zadzialata dla stanu Laughlina natomiast w przypadku stanu odpowiadajacego wypelnieniu
v = 7/3 w pierwszym wzbudzonym poziomie Landaua autorzy konkluduja, ze prawdopodob-
nie nie odpowiada mu konkretny wielomian Jacka lub Macdonalda, co tez stanowi pewien
wynik.

Artykul numer pieé¢ nie ukazal sie jeszcze drukiem, ale prezentuje moim zdaniem najwaz-
niejsze wyniki rozprawy. Dotycza one analizy rozktadu zer funkcji falowych, a doktadnie;
korelacji zer widzianych przez klaster p-czastkowy w klasterze s-czastkowym za pomoca tzw.
wielomianow zredukowanych. W przypadku stanéw Laughlina v = 1/3, czy stanéw kwazi-
czastkowych Laughlina istnieje prosty zwiazek miedzy partycja podstawowa odpowiadajaca
danemu stanowi i konfiguracja zer. Autorzy wykazali na przyktadzie kwazidziury w modelu
ztozonych fermionow, ze zwiazek ten nie zachodzi w ogoélnosci. Co wiecej udowodnili, ze do-
danie matego zaburzenia typu potencjatu kulombowskiego do krotkozasiegowego potencjatu
dla funkcji Laughlina powoduje odlaczenie zer od czastek zaburzajac w ten sposéb zwiazek
rozktadu zer z partycja podstawows.

Ostatni artykul zamieszczony w czesci drugiej rozprawy, jest krotkim komunikatem kon-
ferencyjnym, w ktoérym zaprezentowano analize komutatoréw obnizania i podnoszenia mo-
mentu pedu na sferze Haldane’a z czynnikami Jastrowa w odniesieniu do stanéw analogicz-
nych do ztozonych fermionéw. Umozliwia to ustalenie zwiazku miedzy stanami ekstremal-
nymi na sferze odpowiadajacymi funkcjom symetrycznym i antysymetrycznym. Choé¢ wynik
ten wydaje si¢ by¢ czysto techniczny, to jednak wiaze sie z poszukiwaniami optymalnych
stanow Jacka, ktore zgodnie z Bernevigiem i Haldane’'m powinny odpowiadaé¢ ekstremalnym
wartosciom momentu pedu na sferze Haladane’a.

7 powyzszego opisu wynika, ze rozprawa doktorska zawiera cenne wyniki teoretyczne
uzyskane przez autora w dziedzinie utamkowego efektu Halla. Swiadcza one doskonatym

opanowaniu trudnego warsztatu badawczego oraz o gtebokiej erudycji autora



Jesli chodzi o strone strone edytorska to nie mam zadnych zastrzezen. Znalaztem kilka
drobnych literéwek bez znaczenia. Jezyk angielski rozprawy wydaje mi sie bez zarzutu.
Wspomne jedynie drobne nieporozumienie w polskim streszczeniu. Piszac, ze funkcje falowe
kwantowego efektu Halla majg postac ilorazu wielomianu antysymetrycznego /symetrycznego
i funkcji gaussowskiej autor mial przypuszczalnie na mysli illoczyn tych funkcji.

W podsumowaniu stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgr. Bartosza Ku$mierza spekia
wszelkie warunki stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie jej do publicznej
obrony.

Uwazam tez, ze ze wzgledu na wage zawartych w niej wynikéw teoretycznych, ktore
przyczynily sie do gtebszego zrozumienia roli matematycznej teorii wielomianéw Jacka w

fizyce utamkowego efektu Halla dysertacja ta zastuguje na wyrdznienie.

Warszawa, 27 listopada 2021 r. prof. dr hab. Witold Bardyszewski



