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Oméwienie tresci rozprawy

Recenzowana rozprawa doktorska sklada si¢ ze wstepu, pieciu rozdzialéw, bibliografii
oraz dwéch skorowidzéw. Rozdzial 1 zawiera preliminaria, w ktérych oméwione zostaly
podstawowe pojecia badane w kolejnych rozdzialach. Autor przytoczyt definicje, pod-
stawowe wlasnosci stosowanych pojaé oraz komentarze. Zamieszczony tu material zostal
podzielony tematycznie wedlug zagadnien rozwazanych w zasadniczej czesci pracy.
Rozdzialy 21 3 przedstawiaja wyniki o najwigkszym, moim zdaniem, ciezarze gatun-
kowym. Obiektem badas Rozdziatu 2 sg zbiory J-Luzina, gdzie J jest idealem podzbioréw
przestrzeni polskiej. Najczesciej zaklada si¢ istnienie struktury algebraicznej tej prze-
strzeni lub po prostu rozwaza sie przestrzen euklidesows. Uzyskano wiele interesujacych
twierdzen, w ktérych pokazano nietrywialne wtasnosci i konstrukcje z wykorzystaniem

réznych, czesto zaawansowanych technik dowodowych. Zbadano np. sytuacje, gdy:
e zbiér J-Luzina jest J-niemierzalny;
® pojawia sie rozklad przestrzeni na zbiory J-Luzina;

® suma algebraiczna L + L zbioru J-Fuzina I ze sobg ma pewne “zaskakujgce”

wlasnosci, np. jest cata przestrzenia, jest réwna L, jest zbiorem Bernsteina.

W Rozdziale 3 rozwazane sg idealy drzewiaste na w“ generowane przez odpowiednie
rodziny drzew doskonalych. Pokazano istnienie odpowiednich zbioréw Bernsteina na-
lezacych do mg i sg (Twierdzenie 3.6) z wykorzystaniem ciekawego pomystu z pracy
Brendlego. W pewnym sensie “nowym” idealem jest ideal ¢l generowany przez zupelne
drzewa Lavera. Wykazano, ze saden z idealéw my, lp nie zawiera si¢ w cly (Twierdzenie

3.3). W drugiej czeéci Rozdziatu 2 idealy drzewiaste odgrywaja wazna role w uzyskaniu



kolejnych wiasnosci algebraicznych zbioréw typu Luzina. Otéz okazuje sie, ze przy zalo-
zeniu regularnoéci mocy continuum, suma algebraiczna L + S dowolnego uogélnionego
zbioru Luzina L oraz dowolnego uogélnionego zbioru Sierpiniskiego S nalezy do kazdego
sposréd idealéw drzewiastych 80, ™Mo, lo, clo (Twierdzenie 3.16). Dtugi nietrywialny do-
wod tego faktu rozbity zostal na kilka etapéw. Zastosowano w nim m.in. metode fuzji
budowania odpowiednich drzew.

Wyniki Rozdzialéw 2 i 3 oparte sa na wspbtautorskich pracach [31], [32]. Domyélam
sig, ze wiedza i dos§wiadczenie wspoltautoréw mogty tu byé bardzo pomocne. Brakuje mi
komentarza, w jakim stopniu material zamieszczony w Rozdziale 2 rézni sie od zawarto-
Sci artykutu [31]. Zauwazylem, ze w pracy [31] czesto zaklada sie Hipoteze Continuum,
za$ w rozprawie pojawiajg si¢ nieco slabsze zatozenia. W artykule [31] nie ma rezultatu
opisanego w Twierdzeniu 2.24 — to oczywiscie dziala na korzysé Doktoranta. (Przy okazji
zwracam uwage na blad w pisowni nazwiska van Engelen - w pracy pominieto stéwko
“van”.) Z kolei poréwnujac zawartoéé Rozdziatu 3 i pracy [32], zauwazylem ze ostatnia
cz¢$¢ preprintu [32] nie weszla w sklad rOZprawy.

Rozdzialy 41 5 przedstawiajg wyniki lzejszego kalibru, ktére jednakze sg interesu-
Jace i wymagaly od Autora Sporo pracy i umiejetnoéci. Rozdziat 4 dotyczy zbioréw
uniwersalnych dla baz borelowskich wybranych o-idealéw. Takie zbiory uniwersalne zo-
staty skonstruowane w Twierdzeniu 4.2. Dowéd zawiera formalne konstrukcje, ktére z
wyjatkiem ideatéw miary i kategorii rozwazanych przez Reclawa, i Pawlikowskiego, nie
pojawily si¢ zapewne wczesniej w publikacjach. Pomystowa jest takse metoda budo-
wania zbioréw uniwersalnych zaproponowana w Lemacie 4.1 i wykorzystana potem we
Whniosku 4.6 dla odpowiednich idealéw produktowych. Twierdzenie 1.33 zamieszczone
w Rozdziale 1 stanowi pewnego rodzaju motywacje podjecia tej tematyki.

Zawartoé¢ Rodziatu 5 wigze si¢ z mato znanym twierdzeniem F.uzina-Novikova z 1934
roku o rozkladzie duzego podzbioru prostej na dwa petne zbiory, w wersji miary i kate-
gorii. Autor rozprawy przytoczyl wilasny kompletny dowéd tego twierdzenia. Juz wcze-
sniej wiedzialem, ze Doktorant zainteresowal si¢ tym zapomnianym rezultatem, gdyz
wystuchalem jego referatu na ten temat na III Warsztatach z Analizy Rzeczywistej w
Konopnicy w 2017 roku. Tak si¢ ztozyto, ze w tym samym czasie odtworzeniem orygi-
nalnego dowodu twierdzenia Fuzina-Novikova zajeli si¢ Grzegorek i Labuda. Obie strony
wiedzialy o tym fakcie i uczciwie o nim informowaty. Dowéd dla kategorii zamieszczony
w Rozdziale 5 omawianej rozprawy zawiera ciekawy element autorski w postaci Lema-
tu 5.2, ktéry jest wersja wlasnosci Fubiniego bez zalozenia odpowiedniej mierzalnosci

zbioru na plaszczyznie.



Ocena rozprawy

Moja ocena rozprawy jest jednoznacznie pozytywna. Podoba mi si¢ wigkszoéé wysubli-
mowanych rezultatéw uzyskanych w Rozdzialach 2 i 3 oraz réznorodnosé zastosowanych
tam metod dowodowych. Na uznanie zastuguje zreczne uzycie indukeji pozaskonczonej
oraz skuteczne wejécie w $wiat dogé zlozonych struktur drzewiastych. Ladnym narze-
dziem (zastosowanym dwukrotnie) jest twierdzenie Shoenfielda o absolutnoéci. Nawia-
sem méwiac, szkoda ze nie zostalo ono zacytowane w Rozdziale 1. Rezultaty Rozdzialéw
415 s réwniez wartoéciowe. Mam odczucie, ze w tej czgéci pracy w pelni widoczne sg
samodzielne poczynania Doktoranta. Oceniajac caloéé rozprawy, z uznaniem odnosze
si¢ do opanowania przez autora wielu poje¢ i metod z zakresu aksjomatycznej i de-
skryptywnej teorii mnogosci oraz kombinatoryki nieskoficzonej, a takse do Jjego wiedzy
wokét zbioréw matych i ich wiasnodci algebraicznych. Niewatpliwym osiggnieciem tego
doktoratu jest wyeksponowanie nowych mozliwosci badawczych zwigzanych z ogblnym
spojrzeniem na klasyczne pojecie zbioru Luzina.

Widaé, ze Autor wilozyl duzo wysitku w celu wyjadnienia argumentacji i trudniej-
szych przej$¢ dowodowych. Nie w pelni przekonato mnie uzasadnienie probleméw, ktére
pojawiaja si¢ na str. 15 przy wyborze przestrzeni R™ dla n > 1 w twierdzeniach dotycza-
cych sumy L + S nalezacej do ideatéw drzewiastych. Réwnosé (Cx{0h)+({0}x0) =
[0,1]? na str. 156 w sposéb oczywisty nie zachodzi — autor mial zapewne na my$li sume
(C x C) + (C x C). Brakuje mi wyjasnienia dotyczacego formuly 3 na str. 41 i od-
noszacego si¢ do kwantyfikatora “IB miary zero typu Gs”. Troche niezreczny wydaje
si¢ komentarz nt. formuty na str. 347, gdzie zmienna z jest pod kwantyfikatorem, a po-
tem pojawia si¢ inkluzja (z + A) C G bez kwantyfikatora. W pierwszej chwili miatem
ktopot z interpretacjg symbolu [I¢] w wywodzie poprzedzajacym Lemat 5.2 na str. 54.
Analogiczny symbol oznaczal wezesniej zbiér bazowy lub cialo drzewa, ale tu znaczenie
symbolu jest inne. Odnalazlem je, powracajac do Definicji 1.4 na str. 6 — byla to otoczka
mierzalna.

Dos¢ swobodny styl rozprawy niewatpliwie utatwia jej czytanie i powoduje pewne-
go rodzaju odformalizowanie wywodéw. Jednakze momentami styl ten wykracza poza
ogolnie przyjete ramy poprzez niezbyt fortunne uzycie zwrotéw nadmiernie emocjonal-
nych lub nie bardzo pasujacych do danej sytuacji. Oto kilka przykladéw: “przestrzen
uzbrojona w topologie” (str. 3), “frywolno$¢ w nazewnictwie” (dotyczy nazwy “super
zbidr J-Luzina”, str. 10), “z odwaga i dla wigkszej chwaly siggamy po prosta rzeczywistg
(str. 15), “ho i cho wymykaja si¢ powyzszej charakteryzacji” (str. 39), “upragnionym



zbiorem jest” (str. 29), “wylaniajacy sie ciag fuzyjny” (str. 42), “zalozenia o regularno-
$ci nie mozna porzucié” (str. 45), “dokonamy konstrukcji” (str. 47), “frywolny jezyk”
(komentarz dotyczacy artykutu Luzina [25] na str. 53).

W rozprawie wystepuja drobne usterki gramatyczne, np. dwukrotne uzycie stowa
“to” po slowie “jesli” (str. 4011‘12), brak zwyczajowego stowa “wigc” po stowie “po-
niewaz” w kilku miejscach (str. 23¢, 319, 3735, 564), brak slowa “t0” po slowie “esli”
czyni zdanie na str. 12'! niezrozumiatym, na str. 131 zamiast “potrzebujemy argument”
powinno byé “potrzebujemy “argumentu”. Pomine wyliczenie kilku bledéw interpunk-
cyjnych (brak przecinkéw lub kropek) oraz z obowigzku recenzenta wspomne O paru
typowych literéwkach (str. 116, 148, 16° - powinno by¢ “nie wigkszg”, 219, 2510, 2817,
379 — “kazde jabloh”). Slowo “pociaga” na str. 21 i 23 powinno, moim zdaniem, by¢
zastapione przez “pocigga za sobg”. Kolejne dwie niezrecznosci to “moc Jest mocy” (str.
2414~15) oraz “Aby sie o tym przekonaé w przypadkach” (str. 1414).

Pewne zaklopotanie powodujg literéwki we wzorach matematycznych, ale na szcze-
$cie mozna sie domyslaé, w jaki sposéb te usterki daja si¢ naprawié. Dotyczy to Uwagi
2.9 (i) (powinna by¢ niepustosé przecigcia), na str. 261! (brak symbolu mocy zbioru),
dowéd Twierdzenia 2.26 (warunek (i), brak znaku nieréwnoéci k > n na str. 40%, dowéd
Faktu 3.2 (powinno byé Cy zamiast [Co)).

Konkluzja

Pomimo powyzszych uwag krytycznych nie mam zadnych watpliwodci, ze przedstawiona,
rozprawa speinia wymagania ustawowe, w szczegélnosei stanowi oryginalne rozwigzanie
istotnych zagadnief naukowych, a jej autor wykazal si¢ odpowiednig wiedzg teoretyczng
1 umiejetnoscia samodzielnego prowadzenia, pracy naukowej. Wnosze zatem o dopusz-

czenia rozprawy do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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