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OCENA ROZPRAWY

Recenzowana rozprawa dotyczy pewnych zagadnieri zwigzanych ze struktura
algebraiczng oraz mierzalnosciag podzbioréw grup i przestrzeni polskich. Wyniki
przedstawione w pracy dotyczg m.in.

e zbioréw Luzina,

e idealéw drzewiastych,

e zbioréw uniwersalnych oraz

e podzialéw zbioréw na duze czesci.

Uzyskane wyniki pokazuja, ze rozprawa stanowi oryginalne rozwigzanie problemu
naukowego. Badania rozwazanych zagadnien przeprowadzono uzywajac réznorod-
nych metod matematycznych, w tym metod teorii mnogosci, algebry liniowej, logiki
matematycznej, topologii i teorii miary. W szczegdlnosci doktorant uzywa:

e indukcji pozaskonczonej,

e zbioréw liniowo niezaleznych nad ciatem liczb wymiernych,
e forcingu,

e schematu Cantora,

e twierdzenia Shoenfielda o absolutnosci oraz

e zbioréw uniwersalnych.

Zastosowanie rozmaitych metod pokazuje, ze autor wykazuje ogdlng wiedze teore-
tyczna w dyscyplinie matematyka. Zagadnienia badane przez doktoranta wpisujg
sie w tematyke rozwazang przez innych matematykéw, a wyniki umieszczone w roz-
prawie pokazuja, ze autor posiada umiejetnos¢ samodzielnego prowadzenia pracy
naukowe;j.

W mojej ocenie rozprawa spelnia wszystkie warunki konieczne do
uzyskanie stopnia doktora nauk matematycznych zawarte w ustawie.

SZCZEGOLOWE UZASADNIENIE OCENY

Omoéwienie rozdzialu 1. W rozdziale 1 autor umiescit definicje, oznaczenia i fak-

ty niezbedne do przedstawienia i udowodnienia wynikéw z dalszej czeéci rozprawy.
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2 RECENZJA

Na stronie 4 autor definiuje otoczke liniowg w przestrzeni liniowej nad ciatem
liczb zespolonych C, ale w catej pracy uzywa tylko przestrzeni liniowej nad ciatem
liczb wymiernych Q.

Na stronie 6 autor definiuje ideal Z w przestrzeni X i pisze, ze zawsze bedzie
zakladal, ze

(1) Z zawiera wszystkie singletony oraz
(2) Z ma baze borelowska.

Zaiste autor korzysta z takiej definicji idealu, bo na przyktad w sformutowaniu
twierdzenia 1.15 nie umieszcza zalozenia o bazie borelowskiej, a w dowodzie wy-
korzystuje istnienie takiej bazy. Jednakowoz

(1) na stronie 17 autor uzywa rodziny Z = {0} jako idealu,
(2) na stronie 12 autor definiuje idealy drzewiaste, ktére nie majg bazy bore-
lowskiej.

Na stronie 7 autor definiuje pojecie Z-mierzalnosci dla dowolnego ideatu 7, a na
stronie 14 pojecie Z-mierzalnosci dla ideatéw drzewiastych. Niestety, te dwa pojecia
(majace takg sama nazwe) nie s réwnowazne.

Na stronie 9 autor powoluje si¢ na prace [1], zeby stwierdzi¢, ze produkt Fubi-
niego ideatéw majacych WSP réwniez ma WSP. Tymczasem w pracy [1] produkt
Fubiniego idealéw jest zdefiniowany inaczej niz w recenzowanej rozprawie. W tam-
tej pracy produkt moze by¢ rodzing wigkszg od produktu wprowadzonego w roz-
prawie (nie zaktada sie tam istnienia borelowskiej ,nakrywki”). Z drugiej strony
tatwo zauwazy¢, ze wiekszym idealom ,latwiej” mie¢ WSP. Powstaje pytanie, czy
produkty rozwazane w rozprawie maja wlasnos¢ ,produktowania WSP”?

Omoéwienie rozdziatu 2. W rozdziale 2 autor przedstawit twierdzenia zwigzane
ze zbiorami Z-Fuzina tzn. zbiorami L, ktérych $lady na kazdym zbiorze z Z s3 mocy
mniejszych od mocy zbioru L. W przypadku, gdy 7 jest idealem zbioréw pierwszej
kategorii otrzymujemy dobrze znany z literatury uogélniony zbiér Luzina, a gdy 7
jest ideatem zbioréw miary Lebesgue’a zero otrzymujemy uogélniony zbiér Sierpin-
skiego. Zbiory Luzina i Sierpinskiego caly czas sa badane i wykorzystywane przez
matematykéw, a zagadnienia podobne do rozwazanych w recenzowanej rozprawie
pojawialy sie juz w literaturze (np. u Bukovskiego [4] i Millera [11]).

W pierwszej czeéci rozdziatu 2 autor zajmuje si¢ mierzalnoscig zbioréw Z-Luzina.
Na poczatku doktorant zauwaza, ze jezeli Z jest idealem zbioréw przeliczalnych, to
istnieje Z-mierzalny zbiér Z-Luzina. Nastepnie podaje przyklad ,ciekawszego” ide-
atu 7 majacego analogiczng wtasnosé (przyktad ten wymagal dos¢ skomplikowane;
konstrukeji pewnych zbioréw doskonatych). Niestety autor nie napisat dlaczego ten
drugi ideal jest ,ciekawszy” od idealu zbioréw przeliczalnych. Gdyby ,ciekawsza”
wlasnoécia mialoby by¢ istnienie zbioru doskonalego w ideale oraz doskonatego
zbioru Z-Luzina, to wystarczyloby wziaé o-ideal na ptaszczyZnie generowany przez
proste pionowe.
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RECENZJA 3

W rozdziale 2 autor podaje réwniez lemat 2.1, ktéry wykorzystuje pézniej kilku-
krotnie. Dowdd tego lematu jest technicznie skomplikowany i wymagat od autora
biegtosci w konstruowaniu odpowiednich zbioréw doskonatych przy pomocy sche-
matéw Cantora.

W twierdzeniu 2.4 autor udowodnit, ze kazdy zbiér Z-F.uzina jest Z-niemierzalny
dla idealéw majacych WSP, a w twierdzeniu 2.5 pokazal, Ze niemierzalno$¢ kazdego
zbioru Z-Luzina jest réwnowazna z tym, ze ideal jest wysoki. Nastepnie autor
analizuje idealy wysokie i ideaty z WSP.

Te cze$¢ rozdziatu 2 konczy twierdzenie méwiace, ze jezeli ideal Z ma WSP, to
istnienie zbioru Z-Luzina implikuje istnienie super zbioru Z-Luzina (tzn. zbioru
ktory jest zbiorem Z-buzina w kazdym Z-dodatnim zbiorze borelowskim). Zagad-
nienie konstrukeji super zbioru Z-Luzina ze zbioru Z-Luzina byto wczesniej bada-
ne przez Brzuchowskiego, Cichonia i Weglorza w pracy [3, Proposition na stronie
220], gdzie autorzy pokazali, ze dla przeprowadzenia takiej konstrukcji wystarczy
zalozy¢, ze odpowiednia algebra ilorazowa jest jednorodna i ma ccc — szkoda, ze
doktorant nie pokazat jaki jest zwiazek tych zalozen z rozwazang przez niego WSP.

W drugiej czesci rozdziatu 2, autor zajmuje sie rozktadem R™ na

(1) zbiory Z-Luzina (twierdzenie 2.17),

(2) przesuniecia jednego zbioru Z-Luzina (twierdzenie 2.19),

(3) przesuniecia jednego zbioru Z-Luzina o wektory bedace elementami innego
zbioru Z-Luzina (twierdzenie 2.21).

Przydatnym narzedziem w tych badaniach okazujg sie zbiory Z-Luzina, ktére sg
liniowo niezalezne nad ciatem liczb wymiernych. Zbiorami takimi zajmowano sie
Juz wezesniej. Na przyktad Brzuchowski, Cichon i Weglorz [3, Lemma 1] pokazali,
ze dla pewnych ideatéw 7 istnieje baza Hamela, ktéra jest super zbiorem Z-Fuzina.
W rozprawie autor stara si¢ udowodni¢ analogiczne twierdzenie przy najstabszym
mozliwym zatozeniu, mianowicie przy zalozeniu istnienia jakiegokolwiek zbioru Z-
Luzina. W punkcie (i) lematu 2.13 autor dowodzi, ze istnienie zbioréw Z-ELuzina
implikuje istnienie liniowo niezaleznego nad Q zbioru Z-Luzina (niekoniecznie bazy
Hamela), a w punkcie (ii) doktorant chcial pokazaé analogiczny wynik dla super
zbioru Z-Luzina. Niestety dowéd tego punktu jest niekompletny, poniewaz autor
pisze, ze przekrdj super zbioru Z-fuzina mocy ¢ z dowolnym Z-dodatnim zbiorem
borelowskim jest mocy ¢ (wiersz 14 na stronie 24: |L N B,,| = ¢) — moim zdaniem
stwierdzenie takie nalezatoby uzasadnié.

W trzeciej czesci rozdzialu 2 autor konstruuje catkowicie Z-niemierzalny pod-
zbiér plaszczyzny, ktorego przekrdj z kazda prosty jest zbiorem Z-Fuzina. Doéé
dtugi dowéd tego twierdzenia wykorzystuje indukcje pozaskoniczona oraz pewne
twierdzenie Engelenna, Kunena i Millera. Sam dowdd zostal podzielony na dwie
czesci, przy czym druga czes¢ dowodu jest istotnie trudniejsza od pierwszej.

W czwartej czesci rozdziatu 2 autor konstruuje zbiory Z-Fuzina majace rozma-
ite wlasnosci algebraiczne (na przyklad sumy algebraiczne takich zbioréw sg cala
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przestrzenig lub sg zbiorami Luzina). Konstrukeje sa przeprowadzone indukcja po-
zaskoriczong i wykorzystuja zbiory liniowo niezalezne nad cialem liczb wymiernych.
W jednej z konstrukceji autor wykorzystuje forcing, zeby pokazad, ze istnienie zbio-
ru Luzina, ktéry jest podprzestrzenig liniowg jest niesprzeczne z negacja hipotezy
continuum.

W ostatniej czesci rozdzialu 2 autor konstruuje uogélniony zbiér Luzina L taki,
ze L+ L jest zbiorem Bernsteina. Konstrukeja jest przeprowadzona indukcjg poza-
skoniczong, a poprawno$¢ kroku indukcyjnego jest wykazana przy pomocy pewnego
ciekawego lematu z pracy [8].

Omoéwienie rozdzialu 3. W rozdziale 3 autor zajmuje sie ideatami drzewiasty-
mi. Najbardziej znanym przykladem ideatu drzewiastego jest ideal sq wprowadzo-
ny przez Marczewskiego [16] w latach 30 XX wieku. Pozostate idealy drzewiaste
sq zwigzane z czeSciowymi porzadkami (forcingami) wprowadzonymi przez Lave-
ra i Millera. Dokladne oméwienie réznych ideatéw drzewiastych mozna znalezé
w pracy Brendlego [2], gdzie pokazano m.in. ze nie ma zadnych zawieran mie-
dzy ideatami sg, ly i mg. W recenzowanej rozprawie autor pokazal, ze ideal clg
(generowany przez zupeine drzewa Lavera) nie zawiera w sobie idealow my 1 so.
W dowodzie tego twierdzenia autor uzywa pojecia jabloni i grusz, ktére sa pewny-
mi rodzajami drzew doskonalych i zostaly wprowadzone przez Brendlego (niestety
w rozprawie nie zostaty podane definicje tych drzew). Nastepnie, wykorzystujac
brak zawieran miedzy réznymi ideatami, autor pokazuje, ze istnieja zbiory mie-
rzalne wzgledem jednych drzew i niemierzalne wzgledem innych (dodatkowo autor
pokazuje, ze takie zbiory moga by¢ zbiorami Bernsteina wzgledem odpowiednich
drzew).

W drugiej czesci rozdzialu 3 autor zajmuje sie witasnosciami algebraicznymi
zbioréw z idealéw drzewiastych. Badania takie byly wcze$niej prowadzone przez
innych matematykéw. Na przyklad Kysiak [10] wykazal, ze istnieje zbiér A € sg
taki, ze A+ A nie jest s-mierzalny, a Dorais i Filipéw [5] pokazali, ze istnieje zbi6r
A € mg taki, ze A+ A nie jest m-mierzalny.

Gléwnym celem tego rozdziatu jest zbadanie sumy algebraicznej uogélnionego
zbioru Luzina i uogélnionego zbioru Sierpifiskiego. Autor pokazal, ze

e (twierdzenie 3.19) zakladajac regularno$¢ ¢ suma algebraiczna L + S jest
zbiorem maltym w sensie idealéw drzewiastych rozwazanych w rozprawie
tzn. L+ S € so N mg N [y dla dowolnego uogdlnionego zbioru Luzina L
i uogélnionego zbioru Sierpinskiego S,

e (twierdzenie 3.20) jest niesprzeczne z ZFC, ze L + S ¢ so Umg Uy dla
pewnego uogdlnionego zbioru Luzina L i uogblnionego zbioru Sierpinskiego

S.
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Dowdd twierdzenia 3.19 jest poprzedzony kilkoma lematami, ktérych dowody
wymagal od autora duzej biegtoéci w konstruowaniu odpowiednich drzew dosko-
natych, a dowéd twierdzenia 3.20 wykorzystuje forcing. W dowodzie jednego z le-
matow autor wykorzystal réwniez twierdzenie Shoenfielda o absolutnosci.

Warto dodaé, ze sumami algebraicznymi zbioréw matych zajmowali sie réwniez
Nowik, Scheepers i Weiss w pracy [12]. Pokazali oni tam, ze dla dowolnego zbioru
silnie miary zero A oraz dowolnego zbioru silnie pierwszej kategorii B mamy A +
B € sy. Wiadomo, ze kazdy zbiér Luzina L jest silnie miary zero, a kazdy zbidr
Sierpiniskiego S jest silnie pierwszej kategorii (ten ostatni wynik zostat pokazany
przez Pawlikowskiego w 1996 roku), wiec L+ S € so. W 1988 Judah [7] pokazal, ze
uogdblniony zbiér Luzina jest silnie miary zero przy zalozeniu, ze ¢ jest regularne.
Powstaje pytanie czy kazdy uogélniony zbiér Sierpinskiego jest silnie pierwszej
kategorii przy zalozeniu, ze ¢ jest regularne? Gdyby tak bylo otrzymaliby$my inny
dowdd twierdzenia 3.19 z rozprawy.

Omoéwienie rozdzialu 4. W rozdziale 4 autor przedstawil konstrukcje zbioréw
uniwersalnych dla pewnych ideatéw. Przypomnijmy klasyczny wynik méwiacy, ze
dla rodziny zbioréw borelowskich klasy « istnieje zbiér uniwersalny takiej samej
klasy. Wykorzystujac ten fakt autor pokazuje, ze dla ideatéw majacych baze bo-
relowska klasy «, ktére sa B-na-X] istnieje zbiér uniwersalny tej samej ztozonosci
borelowskiej. Twierdzenia o istnieniu zbioréw uniwersalnych dla ideatéw zbioréw
miary Lebesgue’a zero i zbioréw pierwszej kategorii zostaly wcze$niej wykazane
przez Pawlikowskiego i Rectawa [13].

W dalszej czesci rozdziatu 4 autor wykazuje istnienie zbioréw uniwersalnych
dla innych idealéw m.in. ideatu zbioréw przeliczalnych, ideatu generowanego przez
domkniete zbiory miary zero, idealu generowanego przez zbiory o-zwarte i ideatu
drzewiastego Lavera.

W ostatniej czedci rozdziatu 4 autor pokazuje, ze niektére idealy produktowe
(np. M N i N ® M) réwniez majg zbiory uniwersalne.

Omoéwienie rozdziatu 5. W rozdziale 5 autor omawia twierdzenie dotyczace
rozktadania podzbioréw prostej na dwa pelne w nim (w sensie miary lub kate-
gorii) podzbiory. Doktorant przypisuje to twierdzenie Luzinowi oraz Nowikowowi.
Jednakze czytajac uwagi koncowe w pracy Grzegorka i Labudy [6, str. 643] nalezy
chyba przyjaé, ze twierdzenie takie trzeba przypisaé¢ Sierpinskiemu.

Doktorant twierdzi, ze podaje inny dowéd wspomnianego twierdzenia, a istot-
nym krokiem w dowodzie jest udowodnienie przez niego, ze para (M, NW D) ma
wlasnos¢ Fubiniego. Warto dodaé, ze wlasno$é Fubiniego par ideatéw, ktéra jest
interesujaca sama w sobie, zostata doktadnie oméwiona w dwéch pracach Rectawa
i Zakrzewskiego [15, 14].

Biorac pod uwage, ze w prawie calej rozprawie doktorant omawia rézne rodza-
je mierzalnosci, szkoda, ze nie pokusit sie on o zbadanie analogicznej wtasnosci
,rozktadania zbioréw na duze czesci” dla innych rodzajéw mierzalnosci.
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Bledy edytorskie. W ponizszej liScie zapis ¥ (odpowiednio z,) oznacza wiersz
numer y od géry (odpowiednio od dotu) na stronie numer z.

1) 1;5 Powinno by¢ ,generowania” zamiast ,generowanie”.

2) 42 Powinno by¢ ,nigdziegestych” zamiast ,niegdziegestych”.

3) 4° Powinno by¢é ,w nieprzeliczalnej” zamiast ,nieprzeliczalnej”.

4) 5° Powinno byé ,nazwiemy zbiér” zamiast ,nazwiemy domkniecie kuli
otwartej” — inaczej calte zdanie bedzie nieprawdziwe.

(5) 77 Powinno byé ,w przestrzeni” zamiast ,przestrzeni”.

(6) 7* Powinno byé¢ ,B, X Y” zamiast ,B, x X”.

(7) 77 Powinno by¢ ,zbioru mierzalnego” zamiast ,zbioru”.

(8) 82, 8% Niepotrzebny odstep przed przecinkiem.

98, 102, 10,4 Powinno by¢ ,taki, ze” zamiast ,ze”.

116 Powinno by¢ , jest” zamiast ,jet”.

12 Powinno byé ,W,,1” zamiast W, + 1”.

1223 Powinno byé , jest drzewem” zamiast ,drzewem”.

129 Powinno by¢ ,[T']” zamiast ,[T7]".

134, 415 Powinno by¢ ,takie, ze” zamiast ,ze”.

165 Powinno by¢ ,nastepujacego” zamiast ,nastepujacego”.

179 Powinno by¢ , jest baza’ zamiast ,bazg”.

19° Powinno by¢ ,beda zbiorami” zamiast ,zbiorami”.

19%° Powinno byé¢ . jest co najwyzej jednoelementowy” zamiast ,jest jed-

noelementowy” — inaczej lemat 2.1 jest fatszywy.

) 20'2 Powinno by¢ ,doskonaly” zamiast ,doskonaty doskonaly”.

0) 219 Powinno by¢ ,c-cc pociaga” zamiast ,c-ccpociaga”.

) 22'7 Powinno by¢ ,taki zbiér” zamiast ,takie zbiory”.

) 242 Powinno by¢ ,nad cialem” zamiast ,na cialem”.

) 247 Powinno by¢ ,super zbiér” zamiast ,zbi6r super zbiér”.

) 275 Powinno by¢ A i B beda” zamiast ,A beda B”.

) 2819 Powinno by¢ , ptaszczyzny” zarmast »piszczyzny”.

) 289 Powinno by¢ »dla” zamiast ,da”.

) 3312 Powinno by¢ LA jest przehczalnym zamiast A przehczalnym

) 3413 Powinno by¢ ,réwniez w” zamiast ,w réwniez w”

) 3711 Powinno by¢ ,zmodyfikujemy” zamiast ,,zmodyfukujemy

)

)

)

)

)

)

NN N N

NN AN N N AN N S N

=t e et e e e el
0~ O Ul W - OO
N N N N N N N N

379 Powinno by¢ ,kazda jabton” zamiast ,kazde jabton”.

45,617 Powinno by¢ ,ze zachodzi” zamiast ,ze ktérego zachodzi”.

4613 Powinno by¢ ,uogélnionym” zamiast ,,uogohnoynm

48g, 49* Powinno byé ,(w<)~” zamlast 7

5317 Powinno by¢ ,nie jest jasne” zamiast ,nie jasne”.

569 Powinno by¢ ,bedzie zbiorem o tej wlasnoéci” zamiast ,bedzie o tej
wlasnosci”.

(36) 645 Powinno byé M. Sierpinski” zamiast ,W. Sierpinski”.

(19
(2
(21
(22
(23
(24
(25
(26
(27
(28
(29
(30
(31
(32
(33
(34
(35
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