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pt. ,,Mody Majorany w jednowymiarowych utadach

z oddzialywaniami wielocialowymi”

Przedlozona praca doktorska przedstawia teoretyczny opis wiasciwosci kwaziczastek typu
Majorany, ktére realizuja si¢ w nanoskopowych taicuchach atoméw typu magnetycznego
lub péiprzewodnikowych nanodrutach umieszczonych w bezposrednim kontakcie z litymi
nadprzewodnikami. Gléwnym przedmiotem przeprowadzonej analizy bylo zbadanie wply-
wu oddzialywan wielociatowych na kwaziczastki zerowej energii, opracowanie skutecznej
metody numerycznej do identyfikacji modéw Majorany i zastosowanie tej procedury do
zbadania dynamiki operacji splatania (ang. braiding) tych kwaziczastek. Sa to aktualnie
bardzo wazne zagadnienia badawcze.

Praca doktorska zostala przygotowana w Katedrze Fizyki Teoretycznej na Wydziale
Podstawowych Probleméw Techniki na Politechnice Wroctawskiej. Promotorem rozprawy
jest prof. dr hab. Marcin Mierzejewski, za$ funkcje promotora pomocniczego peknit dr
Barttomiej Gardas z Politechniki Gliwickiej. Wybrane wyniki zostaly opublikowane przez
Doktoranta w nastepujacych artykutach naukowych: Phys. Rev. Lett. 120, 040504
(2018); Phys. Rev. B 100, 144510 (2019); Phys. Rev. B 101, 104504 (2020). Kolejna
oryginalna praca (bliska problematyce rozprawy doktorskiej) ukazala sie w preprintach
arXiv:2006.10153 (2020). Ponizej przedstawie przeglad wazniejszych wynikéw Autora.

Pierwsza cze$¢ rozprawy (rozdziaty 1-3) ma charakter wprowadzajacy. Doktorant wyj asnit
istote fermionéw Majorany i odwotat sie do scenariusza Kitaeva, ktéry zainspirowat poszu-
kiwanie kwaziczastek o podobnych wiagciwodciach w materii skondensowanej. Przedstawil
zasadnicze cechy kwaziczastek typu Majorany (charakteryzujacych sie rownowaznoscia
czastki z antyczastka) mozliwych do uzyskania w jednowymiarowych taricuchach wedrow-
nych elektronéw z trypletowym parowaniem miedzyweztowym. Liczba modéw zerowej
energii jest okreslona poprzez zasade korespondencji (ang. bulk-to-boundary correspon-
dence) i takie kwaziczastki wystepuja na brzegach uktadu, co stanowi tez istote ich ochrony
topologicznej. Poza tym kwaziczastki Majorony podlegaja ulamkowej statystyce (for-

malnie nie sa wiec fermionami) i wykazuja charakter nieabelowy, tzn. kolejnosé przesta-



wierl czastek ma wplyw na stan ukladu fizycznego. Doktorant opisal w jaki sposéb
zabawkowy scenariusz Kitaeva mozna zrealizowaé¢ w rzeczywistych ukladach fizycznych.
Realistyczne modele bazuja na synergii nadprzewodzacego efektu bliskosci i helikalnego
uporzadkowania magnetycznego. Doktorant przedstawil nastepnie przeglad do$wiadczal-
nych realizacji topologicznego nadprzewodnictwa i przedyskutowat empiryczny sposob
detekeji kwaziczastek Majorany na podstawie wzmocnienia przewodnictwa rézniczkowego
zerowego napiecia (ang. zero-bias conductance). Frakcjonalny charakter kwaziczastek
Majorany przejawia sie poprzez skwantowana warto$é tego przewodnictwa, wynoszaca
2¢?/h (czyli potowe idealnego przewodnictwa Andreeva 4e?/h). Poza bezposrednim po-
miarem przewodnictwa pradu tunelowania wymienit alternatywne metody identyfikacji
kwaziczastek Majorany. Nieabelowa nature tych kwaziczastek oraz ich nielokalny charak-
ter mozna stwierdzi¢ w oparciu dynamiczne korelacje pradowe. Do tego celu wielkoscig
przydatna jest pomiar szumu Srutowego w korelacjach krzyzowych (ang. cross-correlation
shot noise). Doktorant opisal nastepnie efektywny scenariusz mikroskopowy oraz poruszyt
wazna kwestie wplywu oddzialywan wielocialowych na obszar wystepowania fazy topolo-
gicznie nietrywialnego nadprzewodnictwa i stabilnosé kwaziczastek Majorany. W podejsciu
Kitaeva udalo sie znalezé szczegdlny przypadek (symetryczny), dla ktérego uzyskano
Sciste rozwiazanie. W ogdlniejszej sytuacji niezbedne Jest natomiast zastosowanie wyrafi-
nowanych metod obliczeniowych, np. $cistej diagonalizacji dla ukladéw skoniczonych
lub podejscia grupy renormalizacyjnej. Doktorant nakreslit cel swoich badaf ukierun-
kowanych na opracowanie oryginalnej metody numerycznej do identyfikacji kwaziczastek
Majorany, okreslenia wplywu oddzialywan i analizy operacji przeplatania (tzn. zamiany
miejscami) takich kwaziczastek.

W drugim rozdziale podana zostala definicja operatoréw Majorany i zwiazek ta-
kich operatoréw ze standardowymi czastkami typu fermionowego a takze wprowadzono
operator parzystosci uktadu. Doktorant zdefiniowat operatory zerowych modéw Majo-
rany, naktadajac na operatory Majorany warunek komutowania z hamiltonianem uktadu
(réwnowazny definicji calek ruchu). Uzyteczno$é operatoréw zerowych modéw Majorany
zilustrowat na przykladzie hamiltonianu modelu Kitaeva. W przypadku fazy trywialnej
nie istnieje zadna kombinacja operatoréw Majorany, ktéra komutuje z Hamiltonianem
(tzn. brak jest calek ruchu). W odréznieniu od takiej sytuacji, w fazie nietrywialnej topo-
logicznie catkami ruchu sa operatory kreacji/anihilacji Majorany z pierwszego/ostatniego
wezta taficucha. Z takich operatoréw mozna skonstruowadé nielokalny fermionowy stopien
swobody, ktéry determinuje kolektywna nature kwaziczastek Majorany (stanowiacych
szczeglOlng mutacje kwaziczastek Bogoliubowa).

W kolejnym wstepnym rozdziale (trzecim) przedstawiono zarys mozliwego wyko-
rzystania zerowych modéw Majorany do obliczen kwantowych i konstrukceji odpowiednich
bramek kwantowych. Na bazie 2M zerowych modéw Majorany przeanalizowano ewolucje
uktadu w procesie adiabatycznej zamiany miejscami jednej pary takich kwaziczastek



I';, T;. Wybrana postaé transformacji unitarnej (3.23) wyrazono za pomoca operatora
parzystosci 1 skonstruowano operator splatania (3.31). Zbidr takich operatoréw tworzy
generatory M-wléknowej grupy warkoczowej Artina, spelniajacych réwnania Yanga-Baxte-
ra. Doktorant pokazat w jaki sposdéb mozna reprezentowaé grupe warkoczowa, widkna
i operacje splatania. Przedstawil nastepnie scenariusz utworzenia qubitu na bazie czterech
zerowych modéw Majorany i zilustrowal sposéb konstrukeji kwantowych bramek typu Z
(rysunek 3.2), X (rysunek 3.3), Y (rysunek (3.4) oraz bramki Hadamarda (rysunek 3.5).
Przedyskutowano tez problematyczna realizacje bramki fazowej R(7), ktéra jest niezbedna

do zagwarantowania uniwersalnosci obliczenn kwantowych.

Druga cze$¢ rozprawy (rozdziaty 4-6) opisuje metodologiczne aspekty przeprowadzonych
badari. W szczegdlnosci, rozdzial czwarty przedstawia technike $cistej diagonalizacji
ukladéw o skoniczonych rozmiarach. Doktorant opisat konstrukcje bazy uktadu i wyodre-
bnienia podprzestrzeni Hilberta w oparciu o kryterium parzystosci. Uwzglednienie symetrii
realizowanych w badanym uktadzie fizycznym umozliwia numeryczna diagonalizacje macie-
rzy o wiekszych rozmiarach. Przykladowa strukture elementéw macierzowych dla tancucha
Kitaeva z oddzialywaniem miedzywezlowym pokazano na rysunku 4.2. W rozdziale
piatym opisano algorytm okreslania operatoréw zerowych modéw Majorany, ktére $cisle
lub w przyblizeniu spetniaja kryterium catek ruchu. Pomyst wywodzi sie z wczesniejszych
badari profesora Mierzejewskiego [Phys. Rev. Lett. 114, 140601 (2015); Phys. Rev.
B 92, 195121 (2015)] dotyczacych poszukiwania zachowawczych wielkosci w ukladach
catkowalnych. Konstrukcja ma posta¢ linowej kombinacji operatoréw Majorany I' =
> ii z rzeczywistymi wspolczynnikami o, ktérych wartos¢ liczbowa wyznacza sie nu-
merycznie nakladajac warunek minimalnego odstepstwa od $cistego kryterium catek ruchu.
Ze wzgledu na specyfike kwaziczastek Majorany (wystepujacych jako mody brzegowe
wytacznie w uktadach o skoriczonych rozmiarach) przedyskutowano wazna kwestie skalowa-
nia rozmiarowego (ang. finite-size scaling) wzgledem wspélrzednych przestrzennych i cza-
sowych. W tym kontekscie Doktorant wyodrebnit charakterystyczna skale 75, odpowie-
dzialng za relaksacje zaindukowana przestrzennym przekryciem kwaziczastek Majorany
oraz inna relaksacje, spowodowana oddzialywaniami wielocialowymi. Rozdzial szésty
opisuje metodologie wyznaczania ewolucji uktadu kwantowego wzgledem czasu. W po-
dej$ciu numerycznym przedzial czasowy jest dzielony na sekwencje krétkich przedzialéw
0t 1 na poszczegdlnych etapach operator ewolucji jest wyznaczany poprzez rozwigzanie
réwnania rozniczkowego metoda Runge-Kutta czwartego rzedu. Doktorant korzystat
réwniez z procedury rozwiniecia w szereg wielomianéw Czebyszewa. W przypadku ukiadéw
realizujacych zerowe mody Majorany (podlegajace nieabelowej statystyce) mozna wy-
odrebnié¢ geometryczny oraz dynamiczny czynnik fazowowy w procesach cyklicznej ewolucji
od stanu poczatkowego |/(0)) do koricowego ei(¢seot9aun) |1)(0)). Doktorant podal sposéb
wyznaczania poszczegdlnych czynnikow fazowych oraz przedyskutowal znaczenie réznicy

tych faz dla cyklicznej ewolucji stanéw o odmiennych parzystosciach.



Zasadnicze wyniki obliczen przeprowadzonych przez Doktoranta zostaly opisane w czesci
trzeciej, obejmujacej rozdzialy 7-9. Rozdziat siédmy analizuje wpltyw oddziatywarn typu
gestosc¢-gestos¢ na realizacje tzw. mocnych zerowych modéw Majorany. Ten aspekt zbada-
no na przyktadzie tancucha bezspinowych fermionéw wedrownych z parowaniem miedzy-
weztowym oraz oddzialywaniami miedzy najblizszymi (V) i kolejnymi najblizszymi sasia-
dami (W). Scista diagonalizacje hamitonianu oraz konstrukcje zerowych modéw Ma-
jorany (w optymalny sposéb spetiajacych kryterium calek ruchu) przeprowadzono dla
taricuchéw o dtugosei od kilku do dwudziestu statych sieciowych, przyjmujac W = V/2.
W ukladzie bez korelacji (V' = 0) przestrzenny profil zerowych modéw Majorany wyz-
naczony na podstawie obliczen oryginalnej procedury (opisanej w rozdziale 5) wykazal
znakomita zgodnos¢ ze spektralng gestoscia kwaziczastek zerowej energii modelu Kitaeva
(rysunki 7.2a-b). Na podstawie takiej wiarygodnosci Doktorant zbadal ewolucje pro-
filu zerowych modéw Majorany pod wplywem stopniowego wzrostu potencjatu oddzia-
tywan. Wiyniki pokazaly wyrazna tendencje do lokalizacji kwaziczastek Majorany na
brzegach tancucha. Oddzialywania wptywaly jednoczesnie na ksztalt funkcji autokorela-
cyjnej A(7). Zamiast gwattownego skoku realizowanego w ukladzie bez korelacji w poblizu
czasu zycia 7 = Tj; (rysunek 7.1a) oddzialywania powodowaly przesuniecie czasu zycia
niemal o rzad wielkosci i rozmycie skoku (rysunki 7.1b, 7.1¢). Obszar skali czasowej, gdzie
warto$¢ funkcji A(7) znaczaco odbiega od jednosci $§wiadczy o niekompletnym spelnieniu
warunku catki ruchu. Na podstawie wartosci funkcji autokorelacyjnej Doktorant opra-
cowal diagramy wystepowania silnych zerowych modéw Majorany wzgledem potencjatu
chemicznego i, potencjatu parujacego A i oddziatywania V. Zakres ten skonfrontowal
nastepnie z obszarem fazy topologicznej okreslonej w oparciu o degeneracje stanu podsta-
wowego, okreslajacego obszar tzw. miekkich zerowych modéw Majorany. Przeprowadzono
réwniez szczegblowa analize skalowania rozmiarowego, wyznaczajac szybkosé relaksacji
zaindukowane]j oddzialywaniami oraz funkcji autokorelacyjnej A(7) w granicy termody-
namicznej L — oo. Powyzsze wyniki jednoznacznie pokazuja uzyteczno$é zaproponowane;j
metody do identyfikacji kwaziczastek Majorany w ukladach skorelowanych.

W rozdziale 6smym rozszerzono analize zerowych modéw Majoranay na przypadek
tancucha Kitaeva z oddzialywaniem dalekozasiegowym. Uwzgledniono oddzialtywania
fermionéw typu gesto$é-gestosé o potencjale V, do r-tego sasiedniego wezta. Wiekszosé
obliczen numerycznych przeprowadzono dla tadcucha Kitaeva zlozonego z 10 wezléw,
przyjmujac r = 4. Na podstawie wartosci funkcji autokorelacyjnej A\(7) Doktorant zbadat
wplyw sktadowych potencjatu oddziatywania V;, na zakres wystepowania kwaziczastek Ma-
jorany w zaleznosci od potencjatu chemicznego (rysunki 8.1 i 8.3) oraz potencjatu parowa-
nia A (rysunki 8.2 i 8.4). Wyniki pokazaly, ze obszar realizacji silnych zerowych modéw
Majorany ulega zawezeniu pod wplywem oddziatywan dalekozasiegowych . Podobna ten-
dencje wykazano réwniez na podstawie degeneracji stanu podstawowego (rysunek 8.5)

oraz szczeliny energetycznej (rysunek 8.6). Dodatkowym potwierdzeniem destruktywnego



wplywu oddziatywan dalekozasiegowych byto zaobserwowanie nieznacznego rozmycia prze-
strzennego profilu kwaziczastek zerowej energii (rysunek 8.7). Znacznie bardziej wyrazny
efekt czesciowej delokalizacji zerowych modéw Majorany przejawil si¢ w stopniu przekrycia
takich kwaziczastek pomiedzy sasiednimi weztami (co tadnie ilustruje rysunek 8.8).

Zaréwno rozdzial siédmy [oparty na publikacji Phys. Rev. Lett. 120, 040504 (2018)]
jak tez rozdzial 6smy [bazujacy na artykule Phys. Rev. B 100, 144510 (2019)] doskonale
ilustruja bardzo obiecujaca perspektywe wykorzystania zaproponowanej metody detekcji
silnych zerowych modéw Majorany w jednowymiarowych ukladach skorelowanych. Taki
sam schemat postepowania zastosowano z sukcesem réwniez do bardziej realistycznych
uktadéw fizycznych opisanych dwu- i tréjwymiarowymi modelami Kitaeva oraz Rashby
[arXiv:2006.10153 (2020)]. Material ten nie zostal wiaczony do rozprawy doktorskiej,
stanowi jednak wazne osiagniecie Doktoranta.

Rozdzial dziewiaty opisuje konstrukcje geometryczna, ktéra umozliwia realizacje
bramki fazowej na bazie kwaziczastek Majorany. W tym celu rozpatrzono ukitad ztozony
z dwéch tréjzacz i przeanalizowano jego dynamike zaindukowana kontrolowalng zmiang
energii na wezle (tzn. lokalnego potencjatu chemicznego), ktéra przelacza poszczegdlne
segmenty ukltadu z/do topologicznej fazy. Na bazie dwéch par zerowych modéw Majorany
mozna w takiej konfiguracji zrealizowa¢ bramki Hadamarda oraz CNOT z zagwarantowana
ochrona topologiczna. Problemem jest natomiast implementacja bramki fazowej R(6)
niezbednej w zestawie bramek do zagwarantowania uniwersalnosci obliczenn kwantowych.
W zaproponowanym protokole dopuszczono do cze$ciowego przekrywania sie kwaziczastek
Majorany (rysunek 9.2b), co jednoczesnie prowadzi do zniesienia degeneracji 6E # 0
i powoduje utrate stricte majoranowego charakteru modéw brzegowych. W cykliczne;j
ewolucji uktad nabiera zaréwno fazy dynamicznej (z powodu niezerowej wartosci 6E)
jak i geometrycznej, ale dzieki symetrii czastka-dziura w przypadku nieparzystej liczby
wezléw faze dynamiczna mozna wyeliminowaé. Po zakonczeniu procedury wyplatania
kwaziczastki Majorany sa ponownie rozseparowywane na bezpiecznie duzg odleglosé.
Funkcjonowanie bramki oparte jest wiec na fazie geometrycznej. Doktorant dokonatl osza-
cowania bledu wyplatania w zaleznosci od rozmiaru ukladu (rysunek 9.5b), potencjatu

oddziatywan wielociatowych i pozostatych parametréw modelu mikroskopowego.

Rozprawa dokotorska jest napisana klarownym jezykiem i zostala zredagowana z wiel-
ka starannoécia. Autor wyodrebnil trzy czesci po$wiecone motywacji badan, aspektom
metodologicznym i najwazniejszym wynikom przeprowadzonych obliczed numerycznych.
Poszczegdlne rozdzialy zostaly opatrzone komentarzami na marginesach, ktére ulatwiaja
czytelnikowi zrozumienie tekstu pracy i poszukiwanie ewentualnych odsylaczy. Strone
edytorska oceniam bardzo wysoko. Zauwazylem jedynie nieliczne potkniecia, np. [str. 13]
,szum strzatowy’ — szum $rutowy, [str. 19] wzér (2.2) powinien mie¢ postac =,
[str. 34] ,,korekcja” — korekta, [str. 71] ,,Z Réwnania” — Z réwnania, [str. 89] ,,powoduje”
— powoduje. Sa to jednak tylko drobne mankamenty stylistyczne.



Krétka informacja o przebiequ edukacji i osiagnieciach Doktoranta

Andrzej Wieckowski jest absolwentem miedzywydziatowych indywidualnych studiéw
matematyczno-przyrodniczych na kierunku matematyka i fizyka techniczna ukonczonych
na Uniwersytecie Slaskim w Katowicach. Prace inzyniersky pt. Numeryczne metody ana-
lizy dynamiki nanodrutéw kwantowych przygotowat pod kierunkiem profesora Marcina
Mierzejewskiego i obronil z wyréznieniem w 2016 roku. Prace magisterska pt. Dyna-
mics of disordered quantum annealers obronit z wyréznieniem w 2018 roku. Promotorem
rozprawy byt réwniez profesor Marcin Mierzejewski. Od 2018 roku do chwili obecnej
jest uczestnikiem studiéw trzeciego stopnia nauk fizycznych na Politechnice Wroctawskiej,
podtrzymujac dotychczasowa owocna wspétprace z profesorem Mierzejewskim. Doktorant
uczestniczyt w okoto dziesieciu miedzynarodowych konferencjach i warsztatach naukowych.
Dwukrotnie prezentowal referaty na moje zaproszenie dla lubelskiego srodowiska fizykéw
materii skondensowanej. Jego wyklady byty znakomicie przedstawione, $wiadczac o sta-
rannosci i doglebnym zrozumieniu omawianej problematyki badawczej. Doktorant brat
udziat w realizacji grantu badawczego OPUS nr. 2016/23/B/ST3/00647 kierowanego przez
swojego Promotora. Oprécz zagadnien dotyczacych topologicznych faz materii mgr inz.
A. Wigckowski zajmowat sie problematyka tzw. kwantowych wygrzewaczy (ang. quantum
annealers). Artykul na ten temat ukazat si¢ w Phys. Rev. A, kolejne dwie publikacje
zostaly przekazane do recenzji.

Podsumowanzie

Przedlozona rozprawa dostarcza opisu originalnej procedury, ktéry umozliwia iden-
tyfikacje mocnych zerowych modéw Majorany w réznych uktadach fizycznych. Doktorant
zilustrowat przydatnosc¢ takiej procedury na przyktadzie skorelowanych fermionéw w nano-
taricuchu Kitaeva. Zaproponowat tez konstrukcje bramki fazowej R(f) zbudowanej na
dwéch parach zerowych modéw Majorany, gdzie role dynamicznego przesuniecia mozna
skompensowa¢ kontrolowalnym doborem parametréw modelu. Metoda opracowana przez
Doktoranta moze by¢ wartosciowym narzedziem do badania topologicznych faz materii
niskowymiarowych ukladéw w obecnosci oddzialywan, nieporzadku i innych realnych
czynnikéw fizycznych. Na tej podstawie przekazuje wniosek do Rady Wydziatu Podsta-
wowych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej o dopuszczenie magistra inzyniera
Andrzeja Wieckowskiego do publicznej obrony Jego pracy doktorskiej. W uznaniu dla
umiejetnosci postugiwania sie wyrafinowanymi metodami w analizie skorelowanych ukta-
déw topologicznych oraz niekwstionowalnie wysokiej jakosci uzyskanych wynikéw opubli-
kowanych w prestizowych czasopismach naukowych wnioskuje jednoczesnie o wyrdznienie
niniejszej pracy doktorskie;.
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