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Recenzja rozprawy doktorskiej pana mgr. Barttomieja Nowaka zatytulowane;]
Discontinuous phase transitions in discrete opinion dynamics models

Praca doktorska zostala wykonana pod opieka naukows pani prof. Katarzyny Sznajd-Weron
i pana prof. Michela Grabischa.

Przedstawione w rozprawie wyniki zostaly opublikowane w czterech artykutach w renomo-
wanych czasopismach naukowych:

[1] Bartlomiej Nowak and Katarzyna Sznajd-Weron, Homogeneous Symmetrical Threshold
Model with Nonconformity: Independence versus Anticonformity, Complexity (2019),
5150825;

[2] Barttomiej Nowak and Katarzyna Sznajd-Weron, Symmetrical threshold model with
independence on random graphs, Physical Review E 101 (2020), 052316;

[3] Barttomiej Nowak, Michel Grabisch, and Katarzyna Sznajd-Weron, Threshold model
with anticonformity under random sequential updating Physical Review E 105 (2022),
054314;

[4] Bartlomiej Nowak, Bartosz Ston, and Katarzyna Sznajd-Weron, Discontinuous phase
transitions in the multi-state noisy g-voter model: quenched vs. annealed disorder
Scientific Reports 11 (2021), 6098;

i jednym preprincie

[5] Barttomiej Nowak and Katarzyna Sznajd-Weron, Switching from a continuous to di-
scontinuous phase transition under the quenched disorder, arXiv:2106.11238

7 przedstawionej przez Autora samooceny dotyczacej jego udziatu w tych artykutach wynika,
ze uczestniczyl on aktywnie we wszystkich etapach procesu ich powstawania: poczawszy od
sformutowania modeli, poprzez pisanie programoéw komputerowych, obliczenia analityczne i
numeryczne, analizg i interpretacje wynikow, przeglad literatury, a skoriczywszy na przygo-
towaniu manuskryptow. Uznaé wiec nalezy, ze jego udzial byt kluczowy.

Oprécz pieciu wymienionych artykuléw rozprawa zawiera streszczenie i wstep, na ktory
sklada sie: ogolne wprowadzenia do tematyki, opis celu pracy, streszczenia poszczegblnych
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artykutéow, podsumowanie i bibliografia. Wprowadzenie do rozprawy zostalo jasno i rzeczowo
zredagowane.

Modele badane w pracy doktorskiej mozna opisa¢ nastepujacym ogdlnym schematem. Za-
dany jest graf. W kazdym wierzcholku tego grafu umieszczony jest pojedynczy spin, ktory
moze znajdowac sie w jednym z s stanéw. Stany spinéw ewoluuja zgodnie z losowa dynamika
asynchroniczna, ktérej elementarny krok polega na losowym wyborze wierzchotka na grafie i
uaktualnieniu stanu znajdujacego sie w nim spinu wedtug lokalnej reguty, zaleznej od stanow
sasiednich spinéw w danej chwili. Sama regula tez jest losowa. Jest wybierana z pewnym
prawdopodobienstwem sposrod dwoch regul, z ktérych jedna jest uznawana za regule pod-
stawowa, a druga za zaburzenie. Elementarne kroki powtarzane sa sekwencyjnie. Pytania sa
nastepujace. Czy uklad osigga stan stacjonarny? Jaki jest diagram fazowy? Co mozna po-
wiedzie¢ o stabilnosci faz? Jaka jest zalezno$¢ stanéw stacjonarnych od parametréw modelu
1 stanu poczatkowego? Czy mala zmiana parametréow moze wywola¢ skokows zmiane stanu
stacjonarnego w analogii do nieciaglych przejs¢ fazowych znanych z fizyki rownowagowej?

W pracy przebadano kilka réznych wariantéw modeli opartych na powyzszym schemacie.
W szczegolnosci byly to wariacje modelu g-voter i modelu progowego. W modelach g-voter
podstawowa regula polega na dostosowywaniu spinu do grupy ¢ losowo wybranych sasiadéw
pod warunkiem, ze wszystkie spiny w tej grupie znajduja sie w tym samym stanie. W mo-
delach progowych reguta podstawowa uzaleznia dostosowanie stanu spinu do otoczenia od
tego, czy utamek sasiednich spinéw, ktére znajduja sie w danym stanie, przekracza zadany
prég procentowy. Poniewaz obie te reguly prowadza do dopasowania spinu do otoczenia, w
kontekscie modelowania dynamiki opinii stosowane sg one do symulowania zmian opinii wy-
wolywanych postawg konformistyczng. W tym kontekscie najczesciej rozpatruje sie modele
dwustanowe (s = 2).

W pracy badano gtéwnie wplyw czynnikéw zaburzajacych na dynamike uktadu. Zaburzenia
wywolane stosowaniem reguly odmiennej od podstawowej byly wprowadzone do dynamiki
na dwa rézne sposoby, ktére nawigzuja do typow nieporzadku w ukladach statystycznych
okredlanych terminami ’annealed’ i 'quenched’. W pierwszym wypadku, w kazdym kroku
ewolucji w odniesieniu do kazdego spinu stosuje sie regute podstawows z prawdopodobieri-
stwem 1 — p, a regulg zaburzajaca z prawdopodobieristwem p. W drugim wypadku regule
podstawowg stosuje si¢ w stosunku do utamka, 1 — p, wybranych losowo spinéw, a zaburza-
jaca w stosunku do pozostalego utamka, p. W trakcie ewolucji tego typu uklad nie jest wiec
jednorodny. Jednorodno$¢ mozna odtworzy¢ poprzez usrednienie po réznych losowych wy-
borach spinéw poddawanych regule podstawowej i zaburzajacej. Zaburzenia typu 'annealed’
1 'quenched’ daja rézne wyniki.

Poniewaz, jak wspomniano, wszystkie badane w pracy modele podpadaja pod wspélny sche-
mat logiczny, wypracowano wspo6lna metodologie do ich analizy. Metoda wyznaczania stanéw
stacjonarnych oparta jest na réwnaniach opisujacych wartosé oczekiwang zmiany liczby spi-
néw w danym stanie w jednym kroku ewolucji. Poniewaz w jednym kroku liczba spinéw w
danym stanie moze zmieni¢ si¢ maksymalnie o jeden, mozna wywnioskowaé, ze wartosé ocze-



kiwana tej zmiany jest proporcjonalna do réznicy pomiedzy prawdopodobieristwem zwick-
szenia liczby spinéw w tym stanie o jeden i prawdopodobienstwem zmniejszenia o jeden.
Warunkiem koniecznym, aby stan mogl by¢ stacjonarny jest zerowanie sie tej réznicy. Na
podstawie badania wypuklosci réznicy mozna stwierdzi¢, czy dany stan jest stanem stabil-
nym ewolucji. Obliczenia analityczne prowadzone byly w oparciu o rézne warianty przybli-
zenia $redniego pola, ktére dobrze stosuje si¢ do wysoko wymiarowych graféw, w tym grafow
petnych i graféw Erdésa-Rényi’ego. Wyniki byly poréwnywane z wynikami numerycznymi
otrzymanymi za pomocg symulacji Monte-Carlo.

W pracy [1] wprowadzono symetryczna wersje modelu progowego. Model przeanalizowano
na grafie pelnym w wersji z zaburzeniami niezaleznymi (symetrycznymi) i antykonformistycz-
nymi. Zachowanie uktadu przebadano w zaleznosci od parametru kontrolujgcego procentows
wartos¢ progowg r dla reguly konformistycznej oraz prawdopodobieristwa wystgpienia zabu-
rzenia, p. Dla modelu z zaburzeniami wywolywanymi niezaleznymi symetrycznymi wyborami
stanow spinéw zaobserwowano nieciagte przejscie fazowe dla r» > 0.5. Polega ono na tym, ze
dla pewnej krytycznej wartosci prawdopodobienstwa p nastepuje skokowa zmiana gestosci
obsadzenia z ¢ # 1/2 do ¢ = 1/2, gdzie ¢ oznacza utamek spinéw skierowanych do gory.
Dla modelu z zaburzeniami wywotanymi zmianami spinéw zgodnie z regula antykonformi-
styczna, z tym samym progiem r co w regule konformistycznej, zaobserwowano przejscie
ciggte.

W pracy [2| zbadano wersje modelu z zaburzeniami wywotanymi niezaleznymi symetrycz-
nymi zmianami spinéw na grafach Erdésa-Rényi’ego i grafach typu malego swiata. W pracy
rozpatrzono wersj¢ o stosunkowo duzym S$rednim stopniu (k), co czyni te grafy do$é¢ ge-
stymi i powoduje, ze przyblizenie sredniego pola dobrze dziata. Jedynie dla graféw z malym
Srednim stopniem, a dla sieci matego $wiata rowniez z malym parametrem przepieé 3 < 1,
mozna oczekiwac odchylen od wynikéw otrzymanych za pomoca metody sredniego pola. Wy-
niki analityczne przedstawione w artykule opieraja sie o zmodyfikowang wersje przyblizenia
Sredniego pola, nazywang 'pair approximation’, w ktérej w réwnaniach oprécz koncentra-
cji spinéw pojawia si¢ druga niezalezna wielkos¢ fizyczna, tzn. gesto$é polaczeri pomiedzy
parami sgsiednich spinéw znajdujacych si¢ w przeciwnych stanach. Rozwigzania réwnan
sa wynikiem wzajemnego wplywu tych wielkosci na siebie. Gléwnym rezultatem pracy sg
rownania opisujace polozenia stacjonarnych rozwigzan na diagramie fazowym w zaleznosci
od r,p i $redniego stopnia (k), dzieki ktérym mozna wyznaczyé gleboko$é histerezy przy
przejSciu pomiedzy réznymi gateziami tych rozwigzani.

W pracy [3] przedstawiono wyczerpujace studium asymetrycznego modelu progowego w wer-
sji z zaburzeniami wywolanymi przez postawe antykonformistyczng. Wyznaczono diagram
fazowy w przypadku jednego wspoélnego progu dla wszystkich spinéw oraz progu zadanego
przez zmienng losows. W szczegélnosci rozpatrzono model, w ktorym wartosci progu sg
niezaleznymi, identycznymi zmiennymi losowymi z rozkladem beta. Wyznaczono réwniez
rozklady gestosci stanéw spinowych dla uktadéw o skoriczonym rozmiarze. Rachunek oparto
na analizie lewego wektora wlasnego do wartosci wlasnej rownej jeden macierzy stochastycz-
nej opisujacej elementarne przej$cia w taricuchu Markowa opisujgcym ewolucje w uktadzie.
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W pracach [4,5] przeanalizowano réznice zachowar wynikajace z implementacji zaburzen
annealed’ i 'quenched’ w s-stanowym modelu g-voter. W szczegélnosci pokazano, ze model
7 zaburzeniami wywolanymi przez niezalezne symetryczne zmiany spinéw posiada dla wigce]
niz dwoéch stanéw (s > 2) nieciagte przejécia fazowe dla kazdego ¢ > 1, w odréznieniu od
modelu dwustanowego (s = 2), gdzie nieciagle przejscia fazowe obserwowane sa jedynie dla
g > 5. Z kolei dla modelu z zaburzeniami antykonformistycznymi dla s > 2 przejscie zmienia
charakter z ciagltego na nieciagty przy zmianie typu zaburzen z annealed’ na ’quenched’.

Bardzo wysoko oceniam przedstawione w pracy wyniki zaréwno pod wzgledem merytorycz-
nym jak i warsztatowym. Autor opanowal wiele réznych technik obliczeniowych i szeroki
material pojeciowy. Przedstawione w rozprawie modele oparte sa na oryginalnych pomy-
stach. Wyniki poglebily wiedze na temat mozliwych zachowan dynamiki opinii w grupach
spolecznych. Z drugiej strony sa tez niezwykle interesujace z fizycznego punktu widzenia,
poniewaz opisuja ewolucje stochastyczna z nietrywialnymi stanami stacjonarnymi, w ktérych
wystepuje cale spektrum ciekawych przemian fazowych.

Na koniec mam kilka uwag krytycznych i pytan.

e W artykule [1] we wzorach (22) i (23) gérne i dolne galezie rozwiazania powinny su-
mowac¢ sie do jedynki ze wzgledu na symetrie ¢ <> 1 — ¢, a nie sumuja si¢. W artykule
jest duzy przeskok pomiedzy wzorami analitycznymi wyprowadzonymi w rozdziale 2, a
wynikami omawianymi w rozdzialem 3, ktore w zasadzie nie nawigzujg do tych wzorow.
Co prawda przedstawiono argumenty heurystyczne, ktoére wyjasniaja wyniki symulacji
numerycznych, ale skoro wezesniej poswiecono poél rozdzialu na wyprowadzenie wzo-
réw analitycznych, to wlasnie w oparciu o nie powinno si¢ formutowaé przewidywania
1 wnioski.

e Dla duzych N mozna przyblizy¢ dystrybuante rozkladu dwumianowego przez dys-
trubuante rozkladu normalnego. Takie przyblizenie daje nastg¢pujace wyrazenie na
B, =1/2—1/2Erf (W(T —¢)/+/(2¢(1 — c))) i analogiczne wyrazenie na B;_., w kto-
rym c i 1 — ¢ zamieniaja sie rolami. Przyblizenie dobrze odtwarza galezie rozwiazania
widoczne na rysunku 1, wraz z zaokragleniami w rejonie ¢ —r ~ O(1/ V'N), ktorych
niestety nie wida¢ na rysunku. Galezie zaznaczone na rysunku przerywana linig po-
winny mieé¢ sigmoidalny ksztalt odziedziczony po funkcji btedu. W granicy N — oo
zaleznosé B. od ¢ redukuje sie do funkcji skokowej o skoku miedzy zerem a jeden w
¢ = r . Ta obserwacja pozwala natychmiast odtworzy¢ galezie c = 1 —p/2ic = p/2
orazc=ric=1—7rdap < 2(1-—r)da modelu (I). Rozwigzanie symetryczne
¢ = 1/2, dla ktérego wzér (20) jest nieokreslony, wynika wprost z rownan (15), ktére
daja v, = v_ dla ¢ = 1/2 niezaleznie od p.

e Dla modelu (A) sprawa jest do$¢ ciekawa. Jak wynika ze wzorow (16), ¢ = 1/2 jest
rozwigzaniem stabilnym, poniewaz ze wzgledu na symetrie réwnania te tozsamosciowo
daja v+ = ~v_ dla ¢ = 1/2 niezaleznie od p i N. Wida¢ réwniez, ze dla ¢ € (1 —r,7)
wzory (16) daja zerowe prawdopodobienstwa v, = y- = 0 w granicy N — 00. Oznacza
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to, ze warto$¢ ¢ nie zmienia si¢ w trakcie ewolucji, jesli lezy w zakresie ¢ € (1 —r,7).
To jest réwnowazne argumentowi heurystycznemu przedstawionemu w pracy. Szkoda
jednak, ze nie zostal on wypowiedziany wprost w oparciu o wzory analityczne. Jak
wygladaloby rozwigzanie w przypadku, gdy prég w regule antykonformistycznej miatby
inng warto$¢ niz w regule konformistycznej?

e Symetryczny model Pottsa znany z fizyki rownowagowej ma dwie fazy: faze syme-
tryczng i faze ze spontanicznie ztamana symetria, w ktorej tylko jeden ze stanéw domi-
nuje nad innymi. Nie wystepuja fazy, w ktérych dwa stany albo wiecej dominowatyby
nad pozostalymi, gdyz takie konfiguracje sg ttumione przez entropie. Przeprowadzone
w artykule [4] rozwazania we wzorach (9), (10) i pozniejszych, w ktérych dwa albo
wiecej stanéw spinowych dominuje nad innymi, wydaja sie wiec czysto hipotetyczne.
Jak nalezato sie spodziewac, nie udalo sie zaobserwowaé takich stanéw w symulacjach
Monte-Carlo. Mam watpliwoéci, czy nalezato tym hipotetycznym rozwazaniom po-
Swieca¢ tyle miejsca i uwagi.

Powyzsze uwagi krytyczne nie wpltywaja na moja wysoka ocene rozprawe doktorskiej. Roz-
prawa dotyczy ciekawej i aktualnej tematyki i pokazuje przydatno$é zaawansowanych narze-
dzi fizyki statystycznej w zagadnieniach interdyscyplinarnych. Zawiera wiele oryginalnych i
waznych wynikow.

Uwazam, ze praca spelnia z nadwyzka wymagania stawiane rozprawom doktorskim i w
zwigzku z tym wnosze o dopuszczenie pana mgr. Bartlomieja Nowaka do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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