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Recenzja pracy doktorskiej p. Bartosza Kusmierza
pt. Applications of symmetric functions theory to many-body effects in
fractional quantum Hall systems.

Pan Bartosz Kuémierz ukonczyt studia magisterskie z fizyki na
Politechnice Wroctawskiej oraz licencjackie 2z matematyki na
Uniwersytecie Wroctawskim. Doktorant ma bogaty dorobek z 10
pracami na temat kwantowego efektu Halla, dwoma pracami z
zakresu ogélnej teorii wzglednosci oraz czterema na temat technologii
rejestru w rozproszonych bazach danych. W czasie studiow
doktoranckich Bartosz Kuémierz odbyt dwa staze u prof. GJ. Sreejitha
w Indian Institute of Science Education and Research w Pune.

Praca zostata przygotowana pod opieka prof. Arkadiusza Wodjsa na
Politechnice Wroctawskiej. Obiektem badanh sa stany elektronowe w
warunkach utamkowego kwantowego efektu Halla. Dla czynnika
wypetnienia ponizej jednosci energia kinetyczna jest rowna we
wszystkich niskoenergetycznych stanach a o funkcji falowej stanu
podstawowego decyduje oddziatywanie kulombowskie. Warunki
utamkowego efektu Halla pozwalajg na badania wielociatowych
efektéw oddziatywania nosnikéw silnie skorelowanych w warunkach
wyjatkowo czystych jak na fizyke ciata statego. Tematyka, mimo ze
uprawiana od niemal czterdziestu lat, pozostaje otwarta. Rozwigzania,
ktére udaje sie znalezé numerycznie metoda doktadnej diagonalizacji,
majg zazwyczaj ztozong strukture, ktore zrozumienie wymaga
systematyzacji i wskazania prostszych, przyblizonych  funkcji
wielociatowych.

Praca napisana jest w jezyku angielskim. Dysertacja podzielona jest na
dwie czeéci. Pierwsza - zawiera oméwienie problematyki utamkowego
kwantowego efektu Halla oraz teorii funkcji falowych i miesci sie na
109 stronach z bibliografia. Cze$¢ druga zawiera oryginalne wyniki
badan doktorskich opublikowane w formie artykutéw naukowych. Dla
utatwienia lektury autor w materiatach wstepnych zamiescit liste
skrétéw oraz wybranych oznaczen oraz wyjasnit konwencje oznaczen
macierzy oraz sumowan.
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W czesci wstepnej autor omawia po kolei catkowity kwantowy efekt
Halla, efekt utamkowy oraz zastosowanie funkcji symetrycznych w
teorii utamkowego kwantowego efektu Halla. Doktorant opisuje znane
funkcje falowe stosowane do wybranych wspotczynnikéw zapetnienia:
Laughlina dla zapetnien 1/(2r+1), funkcje Moora-Reada z pfaffianem
dla zapetnienia 2.5, funkcje dla sekwencji Reada-Rezayiego dla
zapetnienia r/(r+2) oraz funkcje falowe w podejsciu  ztozonych
fermiondéw.

Doktorant opisuje narzedzia, ktérymi postugiwat sie w badaniach, w
tym sfere Haldane'a z monopolem magnetycznym w centrum,
mapowanie wspétrzednych kartezjanskich na wspoétrzedne katowe,
pseudopotencjaty Haldane’'a oraz hamiltoniany rzutowe na nich
Zzbudowane. Autor wprowadza pojecia niezbedne do zdefiniowania
funkcji symetrycznych, ktérymi sie postuguje w analizie: podziat
(partition) liczby catkowitej, konwencje notacji | reprezentacje
graficzne podziatéw, operacje na podziatach, przestrzen podziatéw,
jednomianowe funkcje symetryczne, zupetne wielomiany symetryczne.
Nastepnie doktorant wprowadza wielomiany Jack'a indeksowane przez
podziat oraz parametr rzeczywisty. Autor wyjasnia, ze wielomiany
Jacka sa funkcjami wtasnymi operatora Laplace'a- Beltramiego oraz
podaje formuty rekurencyjne dla spetnione przez te wielomiany. Po
wprowadzeniu tzw. fermionowych wielomiany Jacka autor wskazuje, ze
znane funkcje falowe dla wybranych wspotczynnikéw zapetnienia sg
ich przypadkiem szczegélnym. W dodatku do czesci pierwszej
doktorant wskazuje procedury uzywane w rachunkach numerycznych.

Wstep przygotowany jest bardzo starannie i klarownie. Ta czesc
rozprawy poza wprowadzeniem do prac oryginalnych jest cenna sama
w sobie i moze stuzy¢ jako wsparcie dla badaczy wchodzgcych do
tematyki funkcji falowych w efekcie Halla.

W czesci oryginalnej podanych jest 5 opublikowanych prac (2 w PRB, 3
w Acta Physica Polonica) oraz jeden manuskrypt wystany do recenzji.

W pracy Al [B. Kusmierz, A. Wdjs, PRB 97, 245125 (2018) Emergence
of Jack ground-states from two-body pseudopotentials in FQHE
systems] autorzy badajg stany FQHE na sferze Haldane'a oraz
adekwatnos¢ stanéw Jacka do opisu stanu podstawowego.
Wyznaczone metoda doktadnej diagonalizacji stany sg uzywane do
zbadania przekrywania funkcji falowej stanu podstawowego z
funkcjami Jacka. Autorzy rozwazajag bezmasowe fermiony w grafenie



oraz masywne fermiony w arsenku galu. Do doktadnej diagonalizacji
uzywany jest hamiltonian rozpiety na pseudopotencjatach. Autorzy
badaja w szczeg6lnosci pseudopotencjaty wygenerowane przez
potencjat  kulombowski na  sferze  oraz ogblng  postac
pseudopotencjatéw sparametryzowanych przez wzgledne momenty
pedu pary elektronéw m=1, 3 oraz 5. Praca zawiera dyskusje
przekrywania funkcji Jacka odpowiadajgcych funkcjom Lauglina oraz
stanom odpowiadajacych funkcji z pfaffianem oraz haffnianem oraz
funkcji Reada-Rezayiego dla réznych wspétczynnikéw wypetnienia
pozioméw Landaua. Waznym wynikiem pracy jest charakteryzacja
stanéw Jacka przez parametry dwuciatowych pseudopotencjatéw oraz
wskazanie odpowiadajacych im sekwencji pseudopotencjatéw,
generowanych przez krétkie, proste sekwencje wiodacych wartosci.
Autorzy wskazali i sprawdzili prostg formute optymalnych
dwuciatlowych  pseudopotencjaléw  dla serii standéw  Jacka
generowanych przez (k+1)-ciatowe odpychanie o krétkim zasiegu dla
wspoétczynnikéw zapetnienia k/(k+2).

Praca A2 [B. Kuémierz, A. Wéjs, G.J. Sreejith, PRB 99, 235141 (2019)
Mean-field approximations for short-range four-body interactions at
v=3/5.] bada redukcje hamiltonianiu z oddziatywaniem
czterociatowym do oddziatywah 2z mniejsza liczba czastek, w
szczegdlnosci z oddziatywaniem dwuciatowym 2z wykorzystaniem
trzech réznych przyblizeh $redniego pola. Analizowane jest przypadek
funkcji Jacka badanej w pracy poprzedniej, w ktérym funkcja falowa
stanu podstawowego opisana jest stanem opisanym przez funkcje
Read’a-Rezayi’'ego. Praca poza przekrywaniem oraz funkcjg korelacji
par - jak poprzednia - bada niskoenergetyczne widmo dla uktadu na
sferze Haldane’'a. Autorzy wskazali, ze oddziatywanie czteroczgstkowe
moze zostac opisane z wykorzystaniem dwuciatowych
pseudopotencjatéw o  tylko  kilku niezerowych  wartosciach
pozostajacych w zwigzku potggowym w funkcji wzglednego momentu
pedu. Autorzy wskazuja, ze wybrana forma oddziatywania
dwuciatowego opisuje optymalnie stan Read’a-Rezayi’ego.

Pokonferencyjna praca A3 [Acta Physica Polonica A 135 82 (2019)
Ground States of Quantum Hall Three-Body ,Short-Range” Repulsion
and Mean Field Approximation: Correlation function and Overlaps]
bada stany Moore’a-Read’a (MR) dla v=1/2 generowane przez
krétkozasiegowe odpychanie oraz ich przyblizenie dwuciatowe
wykorzystujgce technike redukcji przez metode pola Sredniego.
Funkcje korelacji par oraz gestosci czastek w funkcji MR oraz pola
éredniego sa podobne, a ich przekrywanie pozostaje na poziomie 0.89



lub wyzszym dla réznych liczb elektrondw na sferze Haldane’a i
odpowiednich  strumieniach pola magnetycznego generujgcych
zapetnienie %2. Niemniej jednak, przekrywania tych funkcji ze stanem
wygenerowanym przez oddziatywanie kulombowskie Sg nizsze,
wasrtosci ok. 0.3 oraz 0.48 dla standéw zredukowanych technika pola
sredniego oraz dla funkcji Moore'a-Read’a, odpowiednio.

Pokonferencyjna praca A4 [Acta Physica Polonica A, Quantum Hall
State v=1/3 and Antilexicographics Order of Partitions] dotyczy
poszukiwania podziatu definiujgcego podprzestrzen Hilberta, w ktérej
miescitby sie stan podstawowy. Zaproponowana jest metoda
wskazywania podziatu dominujacego w sensie porownywania
podziatdbw w odwrotnym porzadku leksykograficznym. Procedura ma
na celu ograniczenie rozmiaru przestrzeni, w ktérej nalezy prowadzi¢
poszukiwania do takiej, ktéra mozna przegladngc¢ w skonczonym
czasie. Dla stanéw z najnizszego poziomu Landaua procedura
wskazuje, ze odpowiedni podziat dla N elektronéw jest ciagiem N liczb
catkowitych od 3(N-1) do 0, co doktadnie odpowiada funkcji Jacka,
odtwarzajgcej z kolei funkcje Laughlina. Dla stanéw z obsadzeniem
drugiego poziomu Landaua takiej sekwencji nie udaje sie znalez¢ i
dominujace podziaty nie uktadajg sie w dajacy sie opisa¢ w prosty
spos6b schemat. Ponadto w bazie stanéw trudno jest wskazad, te
ktére mozna by wykluczy¢ przed zamknieciem rozmiaru
podprzestrzeni wektorowej dla danego N.

Praca A5 to nieopublikowany dotychczas manuskrypt (B. Kud$mierz,
G.). Sreejith, Cluster-cluster correlations beyond the Laughlin state),
ktéry analizuje potozenie zer wieloelektronowej funkcji falowej, a w
szczegolnosci yys, tj. liczbe zer z punktu widzenia klastra p czastek w
klastrze s innych czastek. Badania przeprowadzono dla
pseudopotencjatéw modelowych oraz wariacyjnie dla funkcji
odbiegajacych od stanéw Lauglina: z w petni zapetnionym najnizszym
poziomem Landaua oraz jednym ztozonym fermionem w drugim
poziomie Landaua. Stany charakteryzowane Sg przez podziat zer (root
partition) definiujacy odpowiednie funkcje symetryczne. Praca bada
odrywanie sie zer od czastek dla potencjatu kulombowskiego oraz
wskazuje, ze liczba zer y,s nie jest w spos6b jednoznaczny
wyznaczona przez partycje zerowg, gdyz dla tego samego stanu liczba
zer zalezy od promienia lokalizacij klastréw p oraz s.

Praca A6 z Acta Physica Polonica, Commutators of Jastrow Factors and
Angular Momentum Operators z 2017 roku ma charakter techniczny i
dotyczy operatoréw drabinkowych: podnoszacych i obnizajacych



moment pedu oraz operatora mnozenia przez czynnik Jastrowa, oraz
ich relacji przemiennoéci. Operatory L+ i L- sg uzywane w literaturze
do wyznaczenia warunkéw koniecznych dla funkcji falowych Jacka,
ktére moga by¢ dobrym przyblizeniem stanu podstawowego w FQHE.

Doktorant opanowat istniejacy stan wiedzy, co nie jest zadaniem
tatwym ze wzgledu na stopiefh ztozonosci problemu oraz istniejacy
stan wiedzy i wniést do oryginalny wktad do analizy stanéw z
wykorzystaniem funkcji symetrycznych. Praca zawiera wyniki cenne
dla analizy i systematyzacji stanéw w zakresie kwantowego efektu
Halla, ze szczegélnym uwzglednieniem analizy standw Jacka z
wykorzystaniem hamiltonianéw zbudowanych na pseudopotencjatach,
ogdinych krétkozasiegowych oddziatywan czteroczastkowych dla
zapetnienia 3/5 oraz zwigzku miedzy podziatami zer (root partitions) a
stanami elektronowymi w badanych warunkach.

Wedtug dotaczonego do dokumentacji oswiadczenia, Doktorant wnidst
wiodacy wkfad do prac wybranych do rozprawy. Poza wykonywaniem
catoéci lub znacznej czesci obliczeh oraz przygotowaniem ilustracji,
autor rozprawy wniést pomyst problemu badawczego (Al, A4, AB),
redagowat teksty publikacji, wspéuczestniczyt w przygotowaniu
dyskusji.

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska Pana Bartosza
Kuémierza spetnia z naddatkiem wymagania stawiane pracom
doktorskim okreslobym w Ustawie z dnia 14 marca 2003 o stopniach
naukowych i tytule naukowym. Wnioskuje o dopuszczenie rozprawy do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.




o 1% 'q-'l-':;l-lﬂlr-:min rlnrﬁ-:..::ﬂ ;Hnl-
“I:I& %ﬁl e T m.n:

'l"'." AL i g

Il.ﬁ.-.i .I.I-H.i-.i.l o™ e '.l'.
el | m:r.-l i Bun'sl
“ W
n-rhﬂlllulrrn B '.1

.'“m-ll'ﬂi.ﬂl'. e s AN

ey R B H.,n.m,z- o e

Tiplens ik p -l-l-h# :.:-H.WE_.

l...llln P TR



