Ciekawe zadania z mechaniki, grawitacji, drgan, fal i termodynamiki z moimi
rozwigzaniami.

Radze; najpierw spréobowac rozwigza¢ dane zadanie samemu a dopiero pozniej zajrzeé
do mojego rozwiazania.

Zadanie 1

Cialo rzucono pionowo do gory z predkoscig poczatkowa ve=20m/s. Znalez¢ odstgp czasu
miedzy chwilami, kiedy cialo znajdowato si¢ na potowie maksymalnej wysokosci. Zaniedbac
opor powietrza. (g=9,81m/s?)

Rozwigzanie:
Roéwnanie ruchu ciata wzdhuz pionowej osi y skierowanej ku goérze 1 majacej miejsce zerowe
W miejscu wyrzutu:

y = v,t = gt?. (1)
ZnajdZzmy maksymalng wysokos¢ ciata wstawiajac do réwnania (1) czas wznoszenia si¢ ciata
twz odpowiadajacy zerowej predkosci.
0 =v(twz) = Vo — gtw,

s __ VYo
wiec. t,,, = 3
czyli:

_v
Hmax - Zg'

Wracamy do réwnania (1) 1 wstawiamy za y potowe maksymalnej wysokosci:

v_g — Hmax
49 2

— t 1 t2
- vO 2g

To rownanie ma dwa rozwigzania. Jedno odpowiada wznoszeniu si¢ ciala, a drugie opadaniu.
Ich réznica wynosi:

v,
At = \/EEO =2,88m/s
J.B.
Zadanie 2
Z wiezy o wysokosci H=100 m zaczgto spada¢ swobodnie ciato. W chwili o At=1s pdzniej

rzucono do gory z predkoscig vo =50 m/s drugie ciato. Na jakiej wysokosci i po jakim czasie,
liczac od chwili rozpoczecia ruchu pierwszego ciata, oba ciata spotkaja sie? (przyjaé¢ g=10m/s?)

Rozwigzanie:
Rownania ruchu ciata spadajacego swobodnie oraz rzuconego do gory tworzg uktad rownan:

1
dla ciata spadajacego swobodnie z wysokosSci H: y(t) =H— Egt2

1
dla ciata rzuconego do gory: y(t) =v, (t —At) — 59 (t — At)?



Z tego uktadu réwnan wynika, ze ciala spotkaja si¢ na wysokosci h = 66,6 m, w chwili
t =2,58s po rozpoczeciu ruchu pierwszego ciala.
J.B.

Zadanie 3

Sternik 0 masie m=100 kg stoi na dziobie nieruchomej, niezacumowanej zaglowki o masie
M=500 kg i dtugosci d=6 m. Rufa (tyt zaglowki) styka si¢ z pomostem. O ile zagléwka odptynie
od pomostu, jezeli sternik przejdzie na rufe?

Rozwigzanie
Poczatkowo zaglowka oraz sternik spoczywaja, wiec srodek masy uktadu ztozonego z obu
cial rowniez spoczywa. Jezeli sternik zaczat si¢ przemieszczaé, to byto to wynikiem dziatania
jedynie sit wewnetrznych dziatajgcych mi¢dzy ciatami nalezgcymi do uktadu. Wiec skoro nie
ma sil zewnetrznych dziatajacych na uktad to catkowity ped uktadu nie moze ulec zmianie,
czyli $rodek masy catego uktadu dalej bedzie spoczywat i1 to zaréwno, gdy sternik idzie w
kierunku rufy, jak i wtedy gdy juz si¢ na niej zatrzyma. Wprowadzmy o$ x i zaldozmy, ze zero
na tej osi odpowiada koncowi pomostu, z ktérym poczatkowo styka si¢ rufa, oraz ze zaglowka
moze si¢ przemieszcza¢ w kierunku dodatnim tej osi.
Wspotrzedna $rodka masy uktadu, gdy sternik stoi na dziobie moze by¢ wyrazona wzorem:
Mxg,. ; + md
BT T M m
gdzie: xg.; - wspotrzedna srodka masy samej zaglowki.
Natomiast, wspotrzgdna srodka masy uktadu, gdy sternik zatrzyma si¢ na rufie, a zaglowka
odptynie od pomostu na odleglos¢ Ax moze by¢ zapisana wzorem:
M (xém + Ax) + mAx

)

Xsr

M+m
Zatem
Mxg; +md  M(xg;+ Ax) + mAx
M+m M+m ’
a stad
Ax = md =1
Turm "
J.B.

Zadanie 4

Lyzwiarz o masie M=60 kg, stojac na tyzwach na lodzie , rzuca w kierunku poziomym kamien
0 masie m =5 kg z predkos$cig vk = 6 m/s. Obliczy¢, na jakg odlegto$¢ przemiesci si¢ tyzwiarz,
jesli wspotezynnik tarcia o 16d wynosi f = 0,02.

Rozwigzanie
Z zasady zachowania pedu uktadu:
ﬁprzed = ﬁpo (chodzi 0 ped uktadu "przed" rzutem i tuz "po" rzucie)
Ped przed rzutem  pp,4eq = 0, a tuz po rzucie p,, = Py + P , 9dzie p; -ped tyzwiarza i py -
ped kamienia tuz po rzucie. Zatem:
0 = f + P
Po przyjeciu kierunku pedu tyzwiarza za dodatni 1 opuszczeniu symboli wektorow mamy:

0=Mv,; —mvy
skad otrzymamy predkosé¢ poczatkowa tyzwiarza tuz po wyrzuceniu kamienia:



UO'} = T

Dzigki tej predkosci poczatkowej 1 wskutek tarcia tyzwiarz przemiesci si¢ na odleglos¢:

szvo,}-tk—za-ti
gdzie tk - czas ruchu tyzwiarza. Przyspieszenie a wynika z dziatania sity tarcia T:
_ I _/fmg _
a= m  om f

Czas potrzebny do obliczenia przemieszczenia s nalezy wyznaczy¢ z warunku zerowania si¢
predkosci koncowej tyzwiarza:
0=v(tx) =voy—a-ty

Z ostatnich czterech rOwnan otrzymamy wzOr na przemieszczenie si¢ tyzwiarza:

= m Vi = 0,64
S—Zszg—, m.

J.B.

Zadanie 5

Lyzwiarz majac rozchylone r¢ce ma moment bezwtadnosci 11 1 obraca si¢ bez tarcia wokot
wlasnej osi z predkoscia katowa w1. Nastepnie tyzwiarz przybliza rece do siebie, dzigki czemu
uzyskuje moment bezwladnosci I (mniejszy od li1). Czy energia kinetyczna tyzwiarza
wzrosnie? Jezeli tak, to o ile? Wskaz zrodto tego ewentualnego wzrostu energii kinetycznej.

Rozwigzanie
Z zasady zachowania momentu pedu mamy:

LLw; = Lw,, stad: w2=111&.
2
Zmiana energii kinetycznej:
110012
ooy - ot ot 0Dt _netn
k2 Tkl ™5 2 2 2 2\

Ostatnia nier6wnos¢ jest spetniona bo I1> Io.

Ten wzrost energii kinetycznej jest spowodowany pracg sit mie$ni tyzwiarza, a praca ta mogla
by¢ wykonana dzigki energii uzyskanej w wyniku metabolizmu zachodzacego w organizmie
cztowieka.

J.B.
Zadanie 6



Na szczycie gory rosnie jabton o wysoko$ci h=5m (rys). W pewnym
momencie chlopiec siedzacy na czubku drzewa wyrzuca ogryzek
nadajgc mu poziomg predkos¢ vo = 10 m/s. Jak daleko od szczytu
gory, liczac wzdhuz zbocza, upadnie ogryzek. Zbocze nachylone jest

pod katem 0=45° . Przyjmij g=10m/s?.

Rozwigzanie:

W uktadzie wspotrzednych XY rownania ruchu rzuconego ciata
maja postac:

X =v,t @

y=h—>gt? )
Po wyeliminowaniu z tego uktadu rownan czasu otrzymamy rownanie toru W postaci:

2
y=h-39%
Natomiast rOwnanie zbocza ma postac:

y=-x
Wspotrzedne punktu A mozna obliczy¢ znajdujac miejsce przecigcia sig linii opisanych
réwnaniami 3 i 4, czyli rozwigzujac ten uklad rownan.
Wspotrzedne tego punktu wynosza:
Xa=24,1m
ya=-24,1m

Zatem szukana odleglosé to dtugosé odcinka [AB| = /x2 + y? = 34,1 m.
J.B.

Zadanie 8

(3)
(4)

Wysoki komin przewraca si¢ z powodu pgkniecia u podstawy. Uznaj komin za cienki pret o
dhugosci H 1 oznacz kat utworzony przez komin z pionem jako a. Wyznacz: a) predko$¢ liniowa
konca komina w zaleznoSci od kata przechylenia o (rys.), b) przyspieszenie radialne
(dosrodkowe) gornego konca komina, c¢*) przyspieszenie styczne tego konca, wyrazajac
odpowiedzi przez dane wielko$ci oraz przyspieszenie ziemskie g. Wskazowka: Nie obliczaj

momentu sily, lecz skorzystaj z zasady zachowania energii.

Rozwigzanie

a)

Z zasady zachowania energii mamy:

Eca%,A = Eca%,B

H H [w?
mgizmgicosa+7

gdzie:
| - moment bezwtadnos$ci komina wzglgdem dolnego konca



1
I = -mH?
7™M

Po uwzglednieniu zwigzku predkosci liniowej konca komina z jego predkoscia katowa (v =
wH) otrzymamy wyrazenie na szukang predkos¢ liniowa:

v =/[3gH(1 — cos a)].
b) Przyspieszenie radialne (dosrodkowe) gornego konca komina:

vZ
Uy = = 39(1 — cos ).
c*) Przyspieszenie styczne gornego konca komina (trudniejsze — na egzaminie takiego
podpunktu nie bedzie):

_dv _dvda _dv __ dvv

Agr = = = = .
dt da dt da da H

Uwzgledniajac zalezno$¢ predkosci liniowej v od kata o wyznaczong w punkcie a otrzymamy:
ag = ; gsina.
J.B.

Zadanie 9

Szpulke w ksztalcie walca o promieniu I i masie m puszczono, trzymajac nieruchomo za koniec
odwijajacej si¢ nici. Z jakim przyspieszeniem a opada szpulka? Jaki jest naciagg N nici?
(Moment bezwtadnosci walca wzgledem osi symetrii jest rowny Io% mr2. O$ obrotu szpulki
jest pozioma).

Rozwigzanie
N ma=mg — N IT zasada dynamiki Newtona dla ruchu postgpowego srodka masy,
N .
E= I—r Il zasada dynamiki Newtona dla ruch obrotowego wzgledem srodka
o
masy krazka,
Q=mg Y K1g
a=g¢r zwiazek migdzy przyspieszeniem liniowym i katowym.

Na rysunku nie zaznaczono sity naciggu nici, lecz site reakcji N rowna co do wartosci, ale o
przeciwnym zwrocie, przytozong do szpulki.
Z tego uktadu rownan otrzymujemy ogdlny wzor na przyspieszenie oraz site naciggu nici:

a=g——
glo+mr2



C ;. . . .. 1
Po uwzglednieniu wzoru na moment bezwladnos$ci szpuli wzgledem osi symetrii I, = > mr?

otrzymamy koncowe rozwigzanie:

2
a=3g
N—l
=3mg.

J.B.

Zadanie 13

Wykazac¢, ze po zawieszeniu ciala na niewazkiej sprezynie wydtuzy si¢ ona ostatecznie (po
ustaniu drgan) do dtugosci odpowiadajacej minimum energii potencjalnej uktadu ztozonego z
ciala i sprezyny.

Rozwigzanie
Jezeli wydtuzenie sprezyny pod wptywem cigzaru ciala oznaczymy przez X, to przyrost jej
energii potencjalnej sprezystosci Wynosi:
1
Ep,s = E kx 2.

Grawitacyjng energi¢ potencjalng ciata liczmy wzgledem punktu, w ktérym znajdowat si¢
dolny koniec swobodnie wiszacej sprezyny przed zawieszeniem na niej ciata. W takiej sytuacji
energia ta wiszacego ciata jest rowna:

E, gr = —Mgx.
Wigc calkowita energia potencjalna uktadu wynosi:

p
Jest to parabola z ramionami skierowanymi do gory (k>0), a wigc posiadajaca minimum.
Minimum energii potencjalnej odpowiada zerowaniu si¢ pochodnej funkcji po wydtuzeniu x,
czyli:

1
E, = Ekx2 — mgx.

0 = kx —mg.

Jak nalezalo si¢ spodziewac, warunek ten oznacza rownowage sit dziatajacych na ciato, czyli
sity grawitacyjnej 1 sity sprezystosci.

Podsumujmy: Warunek réwnowagi sit dziatajacych na ciato jest rownowazny znajdowaniu si¢
catego ukltadu w stanie minimalnej energii potencjalnej, a zatem w stanie rOwnowagi trwate;j.
J.B.

Zadanie 14

Kule o jednakowych masach sg zawieszone na nitkach w
taki sposob, ze stykaja si¢ ze soba tworzac dlugi szereg
(rys). Wykaza¢, ze jezeli pewna liczba kul zostanie
wychylona z potozenia réwnowagi, to po zderzeniu z '
pozostatg czgscig szeregu na drugim jego koncu odskoczy
taka sama liczba kul, a pozostale kule pozostana RN
nieruchome. Przyja¢, ze zderzenia sg doskonale sprezyste. m

Rozwigzanie



Kazda z n wychylonych o okres§lony kat kul tuz przed zderzeniem z wiszgcymi pionowo kulami
osigga predkos¢ v,, a zatem ich catkowita energia kinetyczna jest rowna :

muv?
Ee=n—>2
a ich catkowity ped jest rowny:
p = nmv,

Zatézmy, ze w wyniku zderzenia z drugiej strony szeregu odskoczy k kul 1 uzyskaly one
predkos¢ v. Ich catkowita energia oraz catkowity ped sg rowne:

2

E_kmv
k — 21
p = kmv.

Zgodnie z zasadg zachowania energii 1 pedu powinny by¢ spelnione rownania:

muv? mv

nmv, = kmv.

Po podzieleniu stronami obu réwnan i pomnozeniu przez 2 otrzymujemy:

v, = V.
Wracajac do zasady zachowania pedu i wykorzystujac ostatnig rownos¢ otrzymamy:
n = k.

J.B.

Zadanie 15

Perdido Regional Host, platforma wiertnicza w Zatoce Meksykanskiej, ma wysokos¢
H=2348 m i jest obecnie (2013 r.) najwyzszg konstrukcja wzniesiong przez czlowieka. W
oparciu o uproszczony wzor na energi¢ potencjalng E, = mgh (gdzie g - przyspieszenie
grawitacyjne na powierzchni Ziemi) obliczono prace potrzebng do wyniesienia ostatniego
elementu konstrukcyjnego platformy na najwyzsza wysoko$¢. Jaki btad wzgledny popetniono
stosujgc ten wzor? (przyjmij promien Ziemi R; = 6370 km)

Rozwigzanie
Blad wzgledny obliczymy ze wzoru:
5= VVp - VVT‘Z
W,
gdzie:
Wi, - rzeczywista praca obliczona w oparciu o doktadny wzor na energi¢ potencjalna.
Mm Mm
Wiz = Ep,kor’l - Ep,pocz =—G R, + H - <_GR_Z> = GMmH
W, - praca obliczona w oparciu o wzor przyblizony:

Rz(Rz + H) '

W, = mgH.
Wiadomo, ze na powierzchni Ziemi ci¢zar ciatla mozna wyrazi¢ na dwa sposoby, wiec:

mng% , czyli mgHzGlﬁ—r%nH.



Zatem,

Mm 1
6_VVp_VVrz G— RZ H— GMmH—RZ(RZ+H)_£
W, 1 "Ry
Tz GMmH R,(R, + H)
Po wstawieniu danych mamy:
4 =0,038%

Zauwazmy, ze blad ten jest dodatni, czyli praca przyblizona jest wigksza niz praca obliczona
ze wzoru doktadnego i btad ten rosnie liniowo wraz ze wzrostem wysokosci.

J.B.
Drgania

Zadanie 16
Wyznaczy¢ okres drgan ci¢zarka zawieszonego na dwu polaczonych ze sobg sprezynach (rys.),
ktorych wspotczynniki sprezystosci sg odpowiednio rowne ki1 i k2. Masy sprezyn zaniedbac.

% Na kazda z tych sprezyn dziata taka sama sita F réwna cigzarowi zawieszonego ciala.
Mozna wigc zapisac:

? F=k1'Ax1, F=k2'Ax2.

<k
<

<

Zatem kazda ze sprezyn wydtuzy sie 0:

F
Axy = —, Ax; =—
kq

Dla uktadu ztozonego z dwoch sprezyn mozna wprowadzi¢ wypadkowy wspotczynnik
sprezystosci K i zapisa¢ zwigzek miedzy dziatajacg sitg F a wypadkowym wydtuzeniem:

F =k (Axq + Axy).

Fepk- (F F)
g k)
Z tego rdwnania, po uproszczeniu sily F, otrzymujemy wzor na wypadkowy wspotczynnik
sprezystosci uktadu:

Wigc:

_ kik;
kit ky

Mozna wigc teraz obliczy¢ okres drgan tego uktadu:

\/7 m(ks +k3) kz)
=2n
k1k2

J.B.

Zadanie 17



Na idealnie gladkiej poziomej powierzchni lezg dwa klocki o masach my i mz przymocowane
do koncéw niewazkiej sprezyny o wspoOlczynniku sprezystosci K. Klocki sa potaczone
sznurkiem o dtugo$ci mniejszej niz dlugo$é swobodnej spr¢zyny. Przecigcie sznurka wprawia
uktad w drgania swobodne. Jaki jest okres drgan obu klockow?

Rozwigzanie

Z zasady zachowania pedu wynika, ze po przecigciu sznurka catkowity ped uktadu dalej jest
réwny zeru, czyli pedy obu ciat sa przez caty czas przeciwne, a wigc ich predkosci tez. Stad
wniosek, ze zwroty predkosci obu klockow zmieniajg si¢ jednoczesnie, czyli czestotliwosci ich
drgan sg jednakowe. Ponadto skoro przed przeci¢ciem sznurka $rodek masy uktadu spoczywat
to, poniewaz z zewnatrz nie dziata zadna sita, réwniez po przecigciu sznurka srodek masy
spoczywa. Wyznaczmy potozenie srodka masy uktadu na osi Xg (rys.) pomijajac rozmiary
klockow (zaktadamy, ze ich masy sg skupione w punktach koncowych sprezyny czyli my w x;
=0 oraz my w X2 = I) i zaktadajac, ze dtugo$¢ swobodnej sprezyny wynosi L.

H—l—‘
Li 2

L

S VAVAVAYAV L. _MmuXy mpx;  myl

: Xe .
o X x T m; +m, m; +m,

Poniewaz w trakcie drgan $rodek masy jest nieruchomy, to mozna uwazac, ze masa my drga
polaczona do sprezyny zaczepionej w jej nieruchomym koncu odpowiadajacym potozeniu
srodka masy. Zatem dtugos$¢ tej sprezyny wynosi

ll = xér.

Ustalmy teraz jaki jest wspotczynnik sprezystosci ki sprezyny o dlugosci l; znajac
wspolezynnik sprezystosci k sprezyny roznigcej sie tylko dtugoscia, ktorej warto$¢ wynosi L.
Pod wptywem okreslonej sity F bez wzgledu na dlugos¢ catkowita sprezyny wydhtuzenie
przypadajace na jednostke dtugosci jest jednakowe, czyli:

Ax;  Ax

LU
wiec:

L
Ax, = 7 Ax.

Mozna wigc zapisa¢ rOwnania na warto$¢ sily sprezystosci:

F:k'Ax F=k1'Ax1,
czyli:
k'Ax=k1'Ax1.

Wykorzystujac rownanie na Ax;0trzymamy:

Ly
k -Ax = leAx.
Stad:
l
ki =k—.
1 L,



Mozna teraz obliczy¢ okres drgan masy mi podiaczonej do sprezyny o dtugosci [ (rownej
Xér).

Powtarzajac rozumowanie otrzyma si¢ identyczny rezultat dla masy mz podiaczonej do
sprezyny o dlugosci [, = 1 — 1.
J.B.

J.B.
Zadanie 19
Mata kulka o promieniu r stacza si¢ po powierzchni sferycznej rozpoczynajac ruch w punkcie
A (rys.) Wyznaczy¢ promien krzywizny R powierzchni, jesli AB = a, a okres drgan kulki
wynosi T.

Rozwigzanie

W pierwszym kroku wyznaczmy promien Rs tuku, po ktérym porusza
si¢ $rodek kulki. Z zasady zachowania energii dla punktow A i C
mamy:

Pamigtajac, ze moment bezwladnos$ci kulki I = %mrz, Oraz 7€ Vpax = TWmax Z POWYZSZEZO
réwnania otrzymamy rownanie:

mgh = 0.7mv?, 4, (1)

Z trojkata ABO mamy:

h =R, —/RZ — a2 )

Ogolne rownanie na predkos¢ w drganiach harmonicznych (bez fazy poczatkowej) ma

postac:

2
V= vmaxCOSTt

gdzie: vy = 2% 3
a - amplituda drgan.
Jednak, zeby moc stosowac przyblizenie drgan harmonicznych amplituda drgan a powinna
by¢ znacznie mniejsza niz Rs :
a << R; 4)

Po wstawieniu wyrazenia (2) na h oraz (3) na vmax do rownania (1) 1 wykorzystujac warunek
(4) otrzymujemy:



59T? a? a? 59T?
Rs = 7 412 t o sery T Rsp + 4R, Rsp = 7 4x2
4(54m) s

gdzie wprowadzono symbol R, ,, oznaczajacy przyblizong warto$¢ Rg (réwniez a << Ry ;) .

Wiec ostatecznie:
59T?
R =Rs'p+r 27_47_[2 +r

J.B.

Zadanie 20

Probowka obcigzona $rutem ptywa cze$ciowo zanurzona w wodzie o gestosci 0. W pewne;j
chwili probowka zostata wepchnigta na pewng glebokos¢ do wody i puszczona swobodnie.
Obliczy¢ okres T drgan wiasnych probowki, jesli pole przekroju poprzecznego probowki
wynosi S, a masa probowki ze srutem wynosi m. Pomin opory ruchu wynikajace z lepkosci
cieczy.

Rozwigzanie
]
Na rysunku a, gdy probowka pltywa nieruchomo, sita
cigzkos$ci rownowazona jest sita wyporu, a wiec wypadkowa
F=0 sita F dziatajaca na probdéwke jest rowna zeru. Na rysunku b
proboéwka jest dodatkowo zanurzona na glgboko$¢ x wiec
pojawia si¢ niezrownowazona sita F wynikajaca z sity wyporu
a) odpowiadajacej temu dodatkowemu zanurzeniu.
F = —pgS%
Poréwnujac ten wzor ze wzorem na sit¢ sprezystosci (ﬁ' = —kX) mozemy wywnioskowac, ze

wspolczynnik sprezystosci k = pgS.
Czyli okres drgan probowki wyniesie:

’k / S
T=2m |—=2m _Qg .

m m
Zadanie 21

Zaldzmy, ze wzdhuz $rednicy Ziemi wydrazono tunel na przestrzal. Z jednej strony otworu z
poziomu powierzchni Ziemi puszczono swobodnie ciato (sity oporu powietrza i tarcie migdzy
cialem a Sciang tunelu pomijamy). Jakim ruchem porusza sig ciato jezeli a) tunel jest wydrazony
wzdtuz osi obrotu Ziemi (rys), b) tunel jest wydrazony w ptaszczyznie rownika. Zatézmy, ze
Ziemia ma stalg ge¢sto$¢ w catej objetosci. W przypadku ruchu periodycznego oblicz okres tego
ruchu. Dane s3 jedynie przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni Ziemi g, =9,81 m/s?, oraz
promien Ziemi R;=6400km.

J.B.



Rozwigzanie
a)
Jezeli cialo porusza si¢ wzdtuz osi obrotu to dziata na nie jedynie sita
grawitacji. Z prawa Gaussa dla pola grawitacyjnego wynika, ze na
ciato znajdujace si¢ w punkcie A (odlegtym od $rodka Ziemi o R)
dziata sita grawitacji F  pochodzaca od kuli o promieniu R (rys), a
nie od caltej Ziemi (precyzyjnie mowigc zewnetrzna cze$¢ Ziemi o
promieniu wigkszym od R tez oddzialuje na cialo sitg grawitacji
tylko, ze te oddzialywania od réznych elementéw nalezacych do
czesci zewnetrznej znoszg si¢ do zera). Zatem:

Mpm

i F=6—

gdzie:
m - masa ciala,
Mr - masa kuli o promieniu R.

Mg = * R3
R — QST[ )
wiec:
4
F =§nGQmR

gdzie: o - gestos$¢ Ziemi.

Z rébwnania tego widac, ze sita dziatajaca na ciato jest wprost proporcjonalna do wychylenia z
polozenia rownowagi czyli ze srodka kuli i skierowana jest w jego strong. Wynika stad, ze
warto$¢ tej sily zmienia si¢ tak samo jak warto$¢ sity w drganiach harmonicznych (F=kx).
Mozna stad wyciagna¢ wniosek, ze w naszym przypadku wspdtczynnik sprezystosci jest
réwny:

Biorac pod uwage, ze

3
§T[RZ

oraz, ze na powierzchni Ziemi cigzar ciata mozna wyrazi¢ na dwa sposoby:

c M,m
mg, = ,
z Rg
wspotczynnik sprezystosci mozna wyrazi¢ nastgpujaco:
m
k=192
R,

Zatem ciato drga harmonicznie z okresem:

m R, )
T =2m E=27‘[ — =5072,4s = 1h 24 min 32 s.
9z

b)



Jezeli cialo porusza si¢ w tunelu wydrazonym w ptaszczyznie roOwnika to oprocz sity grawitacji
dziata na nie sita od$rodkowa bezwladnosci (w uktadzie nieinercjalnym). Zatem w rozwigzaniu
z punktu a nalezy dodatkowo uwzglednié site F = mw?R. a wiec

gdzie: o - predkos¢ katowa ruchu obrotowego Ziemi wokoét wiasnej osi.
21 -

W= gdzie T, = 24h.

Wigc:

4
F= (gnGQm — mwz) ‘R

Z réwnania tego widaé, ze rowniez w tym przypadku sita dziatajgca na ciato jest wprost
proporcjonalna do wychylenia ciata z potozenia rownowagi i skierowana jest w jego strong,
czyli ruch jest drganiem harmonicznym. Mozna stad wyciagna¢ wniosek, ze w tym przypadku
wspolczynnik sprezystosci mozna wyrazic¢ nastepujaco (patrz punkt a):

9z 2

k=m(Z-
mRZ w

Zatem ciato drga harmonicznie z okresem:
m 1 1 )
T=2n |[—=2m =27 > =5081,25 = 1h 24 min 41 s.
k gz_z2 gz_(2m)
z Rz \Tz

Czyli w wyniku obrotu Ziemi wokot wtasnej osi okres drgan harmonicznych wydtuzyt sie w
przypadku b o0 9 s w pordwnaniu z okresem drgan w przypadku a.
Uwaga: Zadanie bylto czysto hipotetyczne. Do tej pory ludziom najglebiej w skorupe Ziemi
udato wkopa¢ si¢ zaledwie na glebokos¢ ok. 13 km, a promief Ziemi to az ok. 6370km

J.B.

Zadanie 22

Dwa spojne zrodla drgajace w zgodnych fazach wysylaja fale ptaskie, poprzeczne o
jednakowych amplitudach A i czgstosciach ® . Do miejsca spotkania fale te przebywaja
odpowiednio drogi x1=1,4 m oraz X>=1,5 m. W miejscu spotkania fale te wywotuja rownolegte
drgania czasteczek osrodka. Wyznaczy¢ rownanie tych drgan. Diugosci fal sg rowne A = 0.3
m.

Rozwigzanie
Roéwnanie fali plaskiej ma postac:
Y(x,t) = Acos(wt — kx + ¢,)
gdzie:
o - czestose fali,
k - wektor falowy, k=2m/A,
@, - faza poczatkowa zrodta fali.

Oba zrédta drgaja zgodnie w fazie wiec maja jednakowe fazy poczatkowe ¢,,.

W miejscu spotkania si¢ obu fal kazda fala z osobna wywoluje nastepujace drgania czastki:
Y1 (xq,t) = Acos(wt — kx; + ¢@,)
Y, (x,,t) = Acos(wt — kx, + @,)



Poniewaz fale w miejscu spotkania wywotujg drgania rownolegle to drganie wypadkowe w
tym miejscu jest sumg algebraiczng obu dran sktadowych.

l/)(t) = lpl(xlf t) + Y, (x2,t) = AwprOS(a)t + (pwyp)
czyli drganie wypadkowe wywotane rownoleglymi drganiami harmonicznymi o tych samych
czgstosciach jest tez drganiem harmonicznym o tej samej czgstosci. Z ogdlnej zaleznosci na
amplitude wynika, ze amplituda wypadkowego drgania dla jednakowych amplitud obu drgan
sktadowych jest rowna:

Ayyp = JAZ + A% + 2A%cos (@, — @,)

gdzie:
¢, - faza pierwszej fali w miejscu spotkania (¢; = wt — kx; + @,),
@, - faza drugiej fali w miejscu spotkania (¢, = wt — kx, + @,).

Zatem réznica faz jest rowna:

2T 2T
@1 — @2 = k(x; —x1) —ﬁ(1,5— 1,4) =3

2m
Awyp = AV2 /1+cos(?)=A\/§ 1-05=4

Fazg¢ poczatkowa drgania wypadkowego obliczymy z ogolnej zalezno$ci, pamigtajac jednak o
réwnos$ci amplitud drgan sktadowych:

wiec

Asin(—kx; + @,) + Asin(—kx, + ¢,)

t9 Pwyp Acos(—kx; + @,) + Acos(—kx, + @)
Po uproszczeniu przez A i skorzystaniu ze wzoré6w na sume sinusow i kosinusow otrzymamy:
X1+ Xy
Pwyp = —k 2 + Qo

Ostatecznie rOwnanie drgan wywotane natozeniem si¢ obu fal ma postac:

+
Y(t) = Acos (a)t - kx1 > 2 + (po).

Do tego rozwigzania doszliSmy przy pomocy ogdlnych wzordéw na skladanie harmonicznych
drgan roéwnolegtych o jednakowych czestos$ciach. Jednak w tym szczegdlnym przypadku, w
ktorym spotykajace si¢ fale maja jednakowe amplitudy mozna byto znalez¢ rozwigzanie
znacznie prosciej, @ mianowicie:

Y(t) = P,(x, t) +Py(xy,t) = Acos(wt — kxq + @,) + Acos(wt — kx, + @,) .

Po wytaczeniu A przed nawias 1 skorzystaniu ze wzoru na sume kosinuséw otrzymuje si¢ takie
samo rozwigzanie co wczesniej.
J.B.

Termodynamika

Zadanie 23
Okresli¢ wzor chemiczny amoniaku, jezeli wiadomo, ze przy cisnieniu p =1041 hPa i w
temperaturze 20°C jego gesto$é wynosi o = 0,736 kg/m?®.



Rozwigzanie
Z réwnania Clapeyrona okreslimy mas¢ molowa amoniaku M:

pV = nRT

Pamietamy tez, ze liczba molin = Mﬂ, oraz o tym, ze g¢sto$é o = %
Otrzymujemy wigc:
M, = % = 17kg/kmol.

Wiedzac, ze czastka amoniaku ztozona jest z atomdéw azotu i1 wodoru, oraz uwzgledniajac
odpowiednio masy atomowe tych gazow: My = 14 kg/kmol i Mu = 1 kg/kmol, mozemy
zapisa¢ rOwnanie:

Ma == XNMN + XHMH

czyli:
17 = 14xy + xy [w jednostkach masy]

Szukajac rozwigzania w zbiorze liczb naturalnych otrzymamy wzoér sumaryczny czasteczki
amoniaku: NH.
J.B.

Zadanie 24

Na wykresie przedstawiony jest cykl przemian termodynamicznych 0,5 mola gazu
doskonatego. 1) lle wynosi praca wykonana przez gaz w czasie pelnego cyklu przemian?  2)
Jaka jest temperatura gazu w stanie d? 3) Ile ciepta wymienit gaz z otoczeniem w przemianie
d—a ? Czy to ciepto zostato pobrane czy oddane przez gaz? 4) O ile zmienila si¢ energia

wewngtrzna gazu w przemianie d—a ? (Stata gazowa R=8.31 J/(mol-K)

p[MPa]
3T b > c
2 A A 4
1+ a - d
é‘ ‘ é \ 1\ —»
V[dm’]
Rozwigzanie

1) Praca w petnym cyku jest réwna polu zamknigtemu tym cyklem:
W=B-1)-(10 —2)MPa dm? = 16 kJ.

2) Temperature w stanie d obliczymy z rownania Clapeyrona.

PaVa = nRTy
PaVa
T, = = 2407 K
a nR

3) Przemiana d—a jest izobaryczna, wigc wymienione ciepto z otoczeniem wyraza si¢
wzorem:



AQ = nC, (T, — Tp).
Obliczmy ciepto molowe gazu pod stalym ci$nieniem:
i+2 5
C, =

R==R
2 2

gdzie i - liczba stopni swobody czasteczek gazu. Dla gazu idealnego (czastki jednoatomowe)

i=3.

Zatem:

(paVa . Pa Vd

5
at PU) =2 (Vi — paVe) = =20 k)

5
AQ =nCy(T, —Tp) = nER

Ujemny znak oznacza, ze gaz oddat ciepto do otoczenia.
4) W przemianie d—a energia wewngtrzna zmienita si¢ o:

AU = nCy(T, — T,
gdzie Cv jest cieptem molowym gazu w statej objetosSci.

Cy = iR—3R
T2h T2
Wigc:

(pa Va Pa Vd) — 3

- 2

3
AU =nCy(Te = Tp) =nzR (=0 -

2 (paVa - pdVd) =—12kJ

Zauwazmy, ze zmian¢ energii wewnetrznej w tej przemianie mozna byto réwniez obliczy¢ z
| zasady termodynamiki.

AU =AQ —-W
gdzie W jest pracag wykonana przez gaz nad otoczeniem.

W =pa(Vg—Vg) = —8kJ.
Praca ta jest ujemna, bo to otoczenie wykonato prace nad gazem sprezajac go.
W tej przemianie wymienione z otoczeniem ciepto zostato obliczone w punkcie 3, a wigc:
AU =AQ —W = -20k] — (—8k]) = —-12kJ
J.B.

Zadanie 25

W chtodnicy silnika cieplnego znajduje si¢ masa m lodu o temperaturze T,=273 K. Po
wykonaniu przez silnik pracy W 16d w chiodnicy stopit si¢ . Obliczy¢ minimalng, mozliwa
temperature T1 Zrédla ciepta.

Rozwigzanie
Podczas pracy silnika wydziela si¢ z niego ciepto Q2, ktore ze wzgledu na to, ze 16d ma
temperature 273 K, w catosci idzie na jego stopienie (nie trzeba podgrzewac lodu do
temperatury topnienia)

Q; =mL

gdzie L - ciepto topnienia lodu (z tablic).



Poniewaz pytanie jest o najnizszg mozliwg temperature zrodta ciepta, to znaczy ze silnik musi
mie¢ najwyzsza sprawnos¢, a wigc musi mie¢ sprawnos¢ idealnej maszyny cieplnej. Zatem jego
sprawno$¢ mozna wyrazi¢ na dwa sposoby:

n=4

Ponadto wiadomo, ze praca W z cieptem pobranym Q1 i cieptem oddanym Q2 jest zwigzana
réwnaniem:

W =0 -0,
Z powyzszych rdwnan otrzymujemy:
P W +mlL
1~ 2 mL .

J.B.
Zadanie 26
Azot w ilo$ci 12 g znajduje si¢ w zamknigtym naczyniu o objetosci 2 1 w temperaturze 10°C.
Po ogrzaniu ci$nienie w naczyniu wyniosto do 10* mm Hg. Jaka ilo$¢ ciepta zostata dostarczona
gazowi podczas ogrzewania? (Stata gazowa R=8.31 J/(mol-K))

Rozwigzanie

Dane:

m =12g

V=21=2dm®=2-10%m3

T1=10°C =283 K

p2=10*mm Hg = 1.33-10° Pa  (wykorzystano wzor p = 0nggh)
un2 = 28 g/mol - masa molowa azotu

Dostarczone ciepto w przemianie izochorycznej obliczymy ze wzoru:

AQ = nCy(T, — T1)
gdzie:
m - .
n =— - liczba moli gazu
HUN2
Cy = %R - ciepto molowe w stalej objetosci gazu zlozonego z czastek o i stopniach
swobody. Czastki gazowego azotu s3 dwuatomowe wigc i=>5.

W celu wyznaczenia temperatury T2 po przemianie wykorzystamy rownanie Clapeyrona:

sz - nRTZ .
Zatem:

5 m
AQ = E(pzv - mRTl) = 4151]

J.B.
Zadanie 27
Tlen w iloéci 10 g znajduje sie pod ciénieniem 3-10° N/m? i temperaturze 10°C. Po ogrzaniu
pod stalym ci$nieniem gaz zajal objetos¢ 10 1. Znalez¢: 1) ilos¢ ciepta pobrang przez gaz, 2)



energi¢ ruchu cieplnego wszystkich czgsteczek gazu przed ogrzaniem i po ogrzaniu, 3) Czy
roznica obliczonych energii w pkt.2 jest rowna pobranemu cieptu obliczonemu w pkt. 1? Jezeli
nie, to co si¢ stato z nadwyzkg energii? . (Stata gazowa R=8.31 J/(mol-K))

Rozwigzanie

dane:

m=10g

p =3-10° N/m?

T1=10°C=283K
V,=101=10%m?3

wo2 = 32 g/mol - masa molowa tlenu

Dostarczone ciepto w przemianie izobarycznej obliczymy ze Wzoru:

AQ = nCp (T, —Ty)
gdzie:

m - .
n =— - liczba moli gazu
Hoz2

C, = % R - ciepto molowe dla przemiany izobarycznej gazu ztozonego z czastek o 1

stopniach swobody. Czastki gazowego tlenu sg dwuatomowe wigc i=5.
W celu wyznaczenia temperatury T2 po przemianie wykorzystamy rownanie Clapeyrona:

pVZ = TLRT2 .
Zatem:

7 m
AQ = E(pv2 - #—OZRTl) = 7928)

Obliczmy teraz energi¢ ruchu cieplnego wszystkich czastek gazu (czyli jego energie¢
wewnetrzng) przed przemiang:

Uy =NEg

dzie:
EI - liczba czasteczek gazu, N =n N, (Na - liczba Avogadra)
Eyq - $rednia energia kinetyczna pojedynczej czastki przed przemiang .
Ep, = éle (k - stata Boltzmana)
Wigc:

i i 5
Uy, = nNAEle = 5nRT, = E%Rn = 1837]

W ostatnim rownaniu wykorzystano zwigzek miedzy statymi: R = Nyk.

Podobnie mozna doj$¢ do wzoru na energi¢ ruchu cieplnego wszystkich czastek gazu po
przemianie.

U —5mRT = 7500
Z_ZE 2 = ]

W wyniku dostarczonego ciepla energia wewnetrzna gazu wzrosta o:



AU = U, — U, = 5663]
Zatem tylko cze$¢ dostarczonego ciepta spowodowata wzrost energii wewnetrznej gazu.
AQ — AU = 7928] — 5663] = 2265]

Ta nadwyzka energii zostala zuzyta na wykonanie przez gaz pracy nad otoczeniem.

J.B.
Zadanie 28
Gaz doskonaly rozprezajac si¢ izobarycznie, wykonuje prace W = 600 J. Obliczy¢ ilos¢ ciepta,
ktora pobrat gaz, jezeli stosunek ciepta wiasciwego gazu pod stalym ci$nieniem do ciepla
wlasciwego w statej objetosci wynosi x=1,4.

Rozwigzanie:
W przemianie izobarycznej praca jest rowna:

W = pAV.
Wykorzystujac rownanie Clapeyrona dla gazu idealnego wyrazenie pAV mozna wyrazi¢
jeszcze inaczeyj:

pAV = nRAT.

Ciepto dostarczone do gazu w przemianie izobarycznej mozna zapisaé wzorem:

AQ = nC,AT.
Rozwiazujac uzyskany uktad rownan otrzymujemy:
AQ =W +.
Cp

Nalezy wykorzysta¢ jeszcze rbwnanie Mayera:

R =C, —Cy,
oraz fakt, ze stosunek ciepta molowego przy statym cis$nieniu do ciepta molowego przy statej
objetosci jest rowny stosunkowi ciepta wtasciwego przy statym ci$nieniu do ciepla wlasciwego
przy statej objetosci. Ostatecznie uzyskujemy odpowiedz:

b4
AQ =W ——= 2100/
x—1

J.B.
Zadanie 29
Gaz o temperaturze T1 spr¢zono izochorycznie od ci$nienia p1 do ci$nienia p2. Obliczy¢ zmiang
energii wewngtrznej AU n moli tego gazu. Dany jest stosunek x = C,/Cy.

Rozwigzanie
Z rownania Clapeyrona mamy:
p1V =nRT,
v,V =nRT, ,
a stad:
B=ﬂﬁ

Zmiana energii wewnetrznej:



AU = nCy (T, = Ty) = nCy (T, B T,).

Pamigtamy, ze
R = C, — Cy (réw. Mayera)

n="=2

Cy

Z ostatniego uktadu réwnan dostajemy:
R
Cv =1
wiec:
— Pz _ — RN (P2
AU = ncy (T4 b2 1) =22 (,,1 1).
J.B.

Zadanie 30



