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pt. ,Many body effects in topological materials and structures”

Praca doktorska mgr. Michata Kupczynskiego zostata przygotowana w jezyku angielskim. Praca
liczy blisko 160 stron pelnego formatu A4, zawiera 360 odno$nikow literaturowych, ilustrowana
jest 63 rysunkami. Rozmiar manuskryptu jest zatem bardzo obszerny, jak na prace doktorskie z
dziedziny fizyki teoretycznej materii skondensowanej. Praca opatrzona jest dodatkowo
streszczeniem w jezyku polskim i angielskim, oprécz spisu tresci autor przygotowat takze

oddzielny spis rysunkéw i skorowidz stosowanych skrétow.

Struktura pracy jest przemyslana, materiat przedstawiony jest w sposob logiczny, rownomiernie
roztozony pomiedzy rozdziatami. Prace otwiera wstep ogdélny (rozdz. 1), po nim nastepuje
teoretyczne wprowadzenie do topologicznych stanéw materii (rozdz. 2) i formalnych narzedzi
koniecznych w ich opisie. Wprowadzone zostajq niezbedne pojecia takie, jak: faza geometryczna,
niezmienniki topologiczne, izolatory Cherna i utamkowe izolatory Cherna, a takze zerowe mody
Majorany. W rozdz. 3 autor przedstawia specyficzne dla pracy narzedzia teoretyczne i metodologie
badan, oraz w szczegétach omawia metody numeryczne uzyte do uzyskania wiekszosci
oryginalnych wynikéw badawczych. W rozdz. 4 autor wprowadza i szczegétowo dyskutuje
wiasnosci szeregu modeli sieciowych, ktére uzywane sq w specjalistycznej literaturze dotyczacej

izolatorow Cherna oraz utamkowych izolatorow Cherna.
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Calosc pracy robi wrazenie dobrze przemyslanej i zaplanowanej. W czesci wstepnej zostaly
systematycznie wprowadzone pojecia konieczne do opisania czesci badawczej pracy. Metody i

narzedzia teoretyczne takze zostaly ujete w sposéb wyczerpujacy.

Wyniki oryginalnych badan doktoranta sq opisane w kolejnych dwu rozdziatach. Rozdz. 5 dotyczy
identyfikacji r6znych faz, zarowno niescisliwych faz typu utamkowego kwantowego efektu Halla
(FQHE), jak i faz zawierajacych korelacje tadunkowe, a by¢ moze nawet uporzadkowanie typu
krysztatu Wignera (WC). W rozdz. 6 rozpatrywane sg rozne uktady, w ramach podejscia metody
ciasnego wigzania z indukowanym nadprzewodnictwem, w celu identyfikacji stanéw zwigzanych
Majorany. Szczeg6towo dyskutowane sg kolejno, w porzadku rosnacej trudnosci, modelowy uklad
w jednym wymiarze, dwu wymiarach, i bardziej realistyczny model nano-drutu, w pehni

trojwymiarowy.

Cze$c¢ badawcza pracy, oparta na uzyskanych przez doktoranta wynikach i czeSciowo na
opublikowanych oryginalnych pracach badawczych, jest z pewno$cig wystarczajaco obszerna, aby

udokumentowac umiejetnosci kandydata w uzyskiwaniu ciekawych wynikow naukowych.

Ocena czesci wstepnej pracy.

Czesc scisle wstepna pracy obejmuje rozdz. 1, 2 i 3. Autor porusza wyczerpujaco wiele waznych
osiggniec z teorii stanow topologicznych materii. Przede wszystkim zamieszcza przegladowy, ale
spojny i zwarty opis zjawisk fizycznych takich jak: stany kwantowego efektu Halla catkowito-
liczbowego i utamkowego, stany krawedziowe izolatoréw topologicznych, mody zerowe Majorany,
krysztal Wignera etc. Przechodzi nastepnie do, obszerniejszego niz mozna by oczekiwac,
wprowadzenia matematycznego prowadzacego do teorii wigzek wtoknistych i definicji klas Cherna

na gruncie topologii algebraiczne;j.

Wprowadzenie matematyczne jest zaskakujaco doktadne, cho¢ nie wolne od btedéw edytorskich
(np. blad w zapisie twierdzenia Stokesa w postaci (2.45) ). Oprocz wprowadzenia aparatu
abstrakcyjnego, rozwazanie jest doprowadzone do wynikow majacych zastosowanie w analizach
fizycznych. Wyniki matematyczne dotyczace postaci koneksji na wiazce wtoknistej (z rozdz. 2.1.3)
sq przywotane w rozdziale 2.2.2 podczas wyjasniania kluczowej w teoriach fizycznych koneks;ji i
krzywizny Berry’ego. Podobnie wyniki matematycznej klasyfikacji Cherna (rozdz. 2.1.4) sa

przywotane w rozdz. 2.2.4 aby domknac¢ zwigzek pierwszej liczby Cherna z kwantyzacja



przewodnictwa Halla.

Warto tez zauwazyc, ze dojrzatoscia teoretyczng, zaawansowanym wyprowadzeniem i ciekawym
wynikiem oryginalnym odznacza sie rozdziat 2.8.2. Wskazujac na mozliwe zastosowania modow
Majorany do obliczen kwantowy autor dyskutuje szczegétowy protokot splatania czterech stanow
zwigzanych Majorany w modelowej geometrii ,litery H”. Wyniki zreferowane sa rownolegle do

oryginalnej pracy wspoétautorstwa kandydata (Phys. Rev. B z 2020 roku).

Cze$c¢ wstepna pracy dokumentuje zatem bardzo dobre opanowanie teoretycznych zagadnien,
dazenie do poglebionego zrozumienia przedstawianych pojec i metod, a takze elementy
oryginalnego ujecia. W pelni wyczerpuje zwyczajowe wymagania bieglosci metodologicznej i
teoretycznego opanowania dziedziny (wlasnosci topologicznych faz materii skondensowanej), w

ktdrej to materii porusza sie kandydat.

Opis czesci badawczej pracy.

Rozdz. 4 ma charakter przejsciowy miedzy czescia wprowadzajaca a wynikami badan. Autor podaje
ilosciowe wyniki dla kilku modeli (modelu Haldane’a, sieci Kagome, sieci Lieba, tréjkatnej i
zredukowanego modelu Hofstadtera), badajac ich strukture pasmowaq. Celem jest uzyskanie
ptaskiego pasma i w miare rownomiernej krzywizny Berry’ego w catej strefie Brillouina, takze przy
wyzszych liczbach Cherna. Modele znane sg z literatury, ale przedstawione wykresy zawieraja

wyniki wlasnych obliczen autora.

W czesci badawczej pracy kandydata interesujg zaleznosci pomiedzy wystepowaniem fazy typu
krystalicznego a fazy typu cieczy topologicznej w uktadach oddziatujacych fermionéw (bez spinu)
na sieciach z topologicznymi pasmami ptaskimi. W badaniu szczegétowym modelowane jest
przejscie miedzy fazq krysztalu Wignera (WC) a izolatorem Cherna o utamkowym tadunku (FCI) w
roznych modelach sieci. Autor wykorzystuje modele ciasnego wigzania na sieciach z ptaskimi
pasmami o roznych liczbach Cherna (C=1 i C=2), szerzej omowione w rozdz. 4.1. Ostatecznie
badanie z rozdz. 5 eksploruje stabilno$¢ faz WC i FCI przy niskiej gestosci (wspotczynniki

napehienia v = 1/5, 1/7 i 1/9) w modelach sieci Kagome, trojkatnej oraz Hofstadtera.

Jako podstawowej metody autor uzywa Scistej diagonalizacji uktadow skonczonych, o niewielkich



rozmiarach. Obecnos¢ periodycznych warunkéw brzegowych pozwala na jednoznaczng
identyfikacje stanéw podstawowych analogicznych do wystepujacych w cieczach kwantowych
FQHE. Wstepne wyniki badan, dla modelu na sieci Kagome (C=1), przy wspétczynnikach
wypekienia v = 1/3, 1/5, 2/5 sg przedstawione w rozdz. 4.2. Istotnym narzedziem shuzacym do
identyfikacji FCI sq reguly zliczania dozwolonych kwazi-pedéw (wprowadzone w cze$ci wstepnej

pracy 3.4.1), pozwalajace ujawni¢ charakterystyczne wzorce analogicznie jak dla stanow FQHE.

Nastepnie rozwazany jest ten sam model, przy wspotczynniku wypehienia v = 1/7 i rozmiarze
siatki 5x7 (rozdz. 4.3, rozdz. 5.1 i rozdz. 5.2.1). Zostaje tez dokonane porownanie zaleznosci
rozmiarowych z siatkami 4x7 i 6x7 (rozdz. 5.2.1). Badanie zostaje wykonane przy zmieniajacym
sie bezwymiarowym parametrze o charakteryzujacym zasieg (ekranowanego) oddziatywania
kulombowskiego. Charakterystyki przejscia pomiedzy fazq WC oraz FCI zostaja ujete iloSciowo
przy pomocy tzw. sity krystalizacji W, wartosci catki przykrycia O ze stanem FQHE oraz
charakterystyk spektrum splatania. Dla rozwazanego przypadku wypehienia v = 1/7 udaje sie
pokazaé, ze wzrost zasiegu oddziatywania wzmacnia charakterystyki typowe dla fazy WC,

natomiast dla krotszych zasiegdw oddzialywania wyraznie pojawiaja sie fazy FCI.

Podjete w kolejnych podrozdziatach (obszerny rozdz. 5.3) badania sieci w modelach pasmowych z
C=2 nie przynosza konkluzywnych rozstrzygnie¢. Wydaje sie, na podstawie por6wnania z
wynikami z v = 1/5 i na sieci Kagome C=1 (rozdz. 5.3.1), ze stany FCI przy wyzszej liczbie Cherna
C=2 sa mniej podatne na formowanie sie porzadku krystalicznego. Postugujac sie intuicja fizyczna,
wskazujacg na formacje faz WC w mniejszych gestosciach elektronowych, autor przechodzi do
badania modeli przy zapehieniu v = 1/9 w pasmach z C=2. W tym rezimie parametréw sama faza
FCI staje sie niestety mniej wyrazna, ponadto pojawiajq sie cechy wspotistnienia fazy FCI oraz fazy
WC. Wydaje sie, ze dowodéw na obecnos$¢ wyraznej, wyizolowanej fazy krystalicznej WC w

pasmach z C=2 nie udato sie osiagnac.

Nie jest dla mnie jasne, dlaczego autor analizujgc pasma z C=2 (rozdz. 5.3) porzuca model sieci
Kagome, prezentowane sa wyniki jedynie dla modelu Hofstadtera i sieci tréjkatnej (przy C=2). Jesli
powodem sg trudnosci obliczeniowe akurat dla tego rodzaju sieci przy C=2, to wypadatoby
przedyskutowac, dla pelnosci prezentacji, wtasnosci modelu Hofstadtera i sieci trojkatnej przy C=1.
Zebrane wyniki, aczkolwiek wnikliwe i obfite, wydaja sie nieco niespéjne jesli chodzi o: typ sieci,
wspOtczynnik wypekienia i konkluzje co do obecnosci cech faz WC/FCI. W trakcie obrony

prositbym o syntetyczne podsumowanie (by¢ moze tabelaryczne) jakie modele, przy jakich vi C



byty badane i jakie fazy sq (lub nie sq) mozliwe do zaobserwowania.

Mimo przedstawionej uwagi, praca opisana w rozdz. 5 jest niewatpliwie wartoSciowa. Dostarcza

wszechstronnego spojrzenia na bogata interakcje miedzy fazami krystalicznymi a topologicznymi w
uktadach z topologicznymi pasmami ptaskimi. Badanie dokladnie analizuje stabilno$¢ réznych faz i
wplyw zakresu oddziatywan, przyczyniajac sie do lepszego zrozumienia diagramu fazowego w tych

oddziatujacych uktadach.

W kolejnym rozdz. 6 autor przedstawia oryginalna, efektywng metode identyfikacji zerowych
stanow Majorany (MZM) wewnatrz przerwy nadprzewodzacej w strukturach niskowymiarowych o
nietrywialnej topologii i z wlaczonym kanatem parowania. Zaproponowane podejscie redukuje
problem do rodziny metod Krylowa (w tym restartowanej metody Arnoldiego), oferujac nisko-

kosztowy sposob analizy profili przestrzennych i spektrum stanéw Majorany.

Powszechnie stosowane teoretyczne metody badania standw Majorany opierajq sie na
korespondencji miedzy stanami objetosciowymi a brzegowymi lub tez wymagajq uzycia Scistej
diagonalizacji. Przedstawiona w pracy metoda wyrdznia sie efektywnos$ciq obliczeniowa,
umozliwiajac badanie znacznie wiekszych ukladow, o dos¢ dowolnym ksztalcie czy geometrii. W

pracy oméwiono motywacje wprowadzenia tej metody oraz jej potencjalne zastosowania.

Wyprowadznie metody zostalo wyczerpujgco opisane w rodz. 6.1.1. Wychodzac z relacji
komutacyjnych fermionéw Majorany i ich wlasciwosci transformacyjnych, autor identyfikuje
odpowiednig transformacje ortogonalng eliminujaca efektywne fermiony Majorany w

przeksztatlconym hamiltonianie. Wyprowadzony warunek jest rownowazny obecnosci MZM-6w.

Efektywnos¢ metody jest dobitnie zilustrowana na przyktadzie trojwymiarowego modelu nano-
drutu z uwzglednienim oddziatywan typu Rashby (rozdz. 6.2.3 z rysunkami 6.9, 6.10 oraz 6.11).
Diagram fazowy ukazuje obecno$¢ wielu MZMéw, natomiast analiza ich przestrzennej struktury
ujawnia systematycznie wystepowanie symetrycznych rozkladéw oraz oscylacji przestrzennych

wzdluz nano-drutu.

Metoda jest nastepnie stosowana do badania topologicznych stanéw w przerwie nadprzewodzacej
magnetycznej nano-wyspy, przy uwzglednieniu jej ogolnego (nieregularnego) ksztattu. Analizie

poddano przestrzenny rozktad MZM-6w wzdluz krawedzi, szczegétowo badajac skalowanie energii



tych stanow z rozmiarem uk}adu. Chociaz nie obserwuje sie stanow MZM w sciSle zerowej energii,
to skalowanie wskazuje na obecno$¢ wielu stanow, ktorych energia staje sie zerowa w granicy

termodynamiczne;.

Przedstawiona w rozdz. 6 metoda oferuje efektywny sposob identyfikacji brzegowych stanéw
Majorany w modelach ciasnego wigzania z wlaczonym mechanizmem parowania elektronow.
Ulatwia badania uktadéw o dowolnych ksztattach i rozmiarach, dostarczajac wiedzy o
przestrzennym rozktadzie i spektrum bliskich zera stanow Majorany. Wyniki przedstawione w
rozdziale 6 sg znaczace naukowo, ciekawie przedstawione i uzyskane przy pomocy oryginalnego,

ale metodologicznie poprawnego podejscia.
Ocena czesci badawczej.

Doktorant uzyskat istotne naukowo wyniki i potrafil przedstawi¢ je w merytorycznie poprawnym
tek$cie naukowym niniejszej rozprawy. Poprawnie stosowat i konsekwentnie rozwijal przyjeta
metodologie. Opisane wyniki dokumentujq postep doktoranta w rozumieniu teoretycznym
zaawansowanych zagadnien fizyki stanow topologicznych i $wiadcza o umiejetnosci prowadzenia

oryginalnych badan naukowych w dziedzinie fizyki teoretycznej materii skondensowane;j.
Konkluzja.

Stwierdzam, ze przedstawiona do oceny praca przygotowana przez mgr. Michala Kupczynskiego
spelnia ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Uwazam, Ze naukowa jako$¢
uzyskana przez kandydata wynikéw spelnia zwyczajowe oczekiwania formulowane w
postepowaniu doktorskim. Wnosze o przekazanie postepowania do dalszych krokow, w tym do

publicznej obrony rozprawy.
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