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Rozprawa doktorska pana magistra Michata Kupczynskiego zatytutowana ,Many body effects in
topological materials and structures” skupia si¢ na dwdch zagadnieniach. Pierwsze to konkurencja
pomiedzy stanem utamkowego izolatora Cherna a krysztatem Wignera w modelach sieci krystalicznych.
Drugie to poszukiwanie stanéw Majorany w modelach nadprzewodnikéw topologicznych.

Rozprawa sktada sie z szeéciu gtéwnych rozdziatéw, podsumowania, listy publikacji autora i bibliografii.
Podano takze liste rysunkéw oraz skrétéw. Sama rozprawa napisana jest w formie kanonicznej, nie ma
zatem dotaczonych publikacji, jest za to rozbudowany opis otrzymanych wynikéw. Rozdziaty podzielone
s3 na sekcji i podsekcje, poza rozdziatem wstepnym, ktory jest napisany jednym ciegiem. Oryginalne
wyniki autora oméwione s3 dopiero w rozdziatach pigtym i szdstym, natomiast wszystko co jest
wczeéniej stanowi bardzo rozbudowany wstep. Od strony graficznej praca sprawia wrazenie bardzo
staranne;j.

Rozdziat pierwszy to wstep skupiajacy sie na zwigzku pomigdzy topologig a fizyka kwantowa. Mamy wigc
tutaj nieémiertelny obrazek paczka z dziurkg i kubka, ilustrujacy idee topologii oraz dos¢ rozlegty rys
historyczny zaczynajacy si¢ od Edwina Halla i Jego efektu. Pewna wada cze$ci matematycznej jest to, ze
nigdzie nie wyjaéniono czym jest ciagta transformacja, do ktérej odwotuje sie rysunek 1.1, wiec nalezy sig
tego domyslaé. Czeéé historyczno-fizyczna jest napisana dosc ciekawie i odpowiednio do tematyki pracy.
Zastrzezenia mozna tu mie¢ w kilku miejscach do stylu i gramatyki, np. ,On the other side, the longitude
of resistivity ...”, ,What is also very important, it also make it clear ...” lub ,,... topological states have the
family of topological matter”. Problematyka nadprzewodnictwa jest wprowadzona catkiem zrecznie
natomiast potaczenie nadprzewodnictwa z topologia odbywa si¢ poprzez dwa akapity na temat modelu
XY, ktére nie sg zbyt jasne. Wstep historyczny konczy sig¢ na omdwieniu standw Majorany, przy czym
zupetnie pominieto tutaj fakt, ze stanéw tych nikomu nie udato sie jak dotgd zaobserwowa¢. Co wigcej
wiele prac dotyczacych rzekomego odkrycia stanéw Majorany zostato wycofanych. W ostatnim akapicie
wstepu omdwiona jest pokrétce zawarto$¢ pozostatych rozdziatéw pracy.

Rozdziat drugi jest najdtuiszym, najbardziej technicznym i najbardziej wymagajacym rozdziatem tej
pracy. Mamy tu cze$¢ czysto matematyczna, dotyczacy topologii algebraicznej, czes¢ dotyczacy faz
geometrycznych w mechanice kwantowej oraz bardziej szczegétowe czesci dotyczace catkowitego i



utamkowego kwantowego efektu Halla, catkowitych i utamkowych izolatoréw topologicznych oraz
modelu Kitaeva, ktory realizuje stany Majorany. Rozdziat ten cechuje sie przesads. Zagadnien, ktére
autor stara sig omowic jest zbyt wiele i s3 one zbyt réznorodne, zeby rozdziat ten byt spéjny i zrozumiaty
przy rozsadnym nakfadzie sit czytelnika. Cze$¢ matematyczna, na przyktad, zaczyna sie od najbardziej
abstrakcyjnej definicji topologii, bazujacej na zbiorach otwartych i na przestrzeni raptem jednej strony
przeskakuje do charakterystyki Eulera i rozmaitosci rézniczkowalnych. Dalej czeka nas dziesie¢ stron
przyspieszonego kursu topologii algebraicznej zanim dojdziemy do opisu klas Cherna, czyli tak naprawde
pierwszego pojgcia, ktére bedzie nam potrzebne dalej. Kursu tego raczej nie jest w stanie zrozumie¢ ktos,
kto nie miat wczesdniej stycznosci z tym dziatem matematyki.

Cze$¢ dotyczaca faz geometrycznej w mechanice kwantowej jest bardziej praktyczna. Mamy tu
wprowadzone pojgcia koneksji i krzywizny Berry’ego w przypadkach z i bez degeneragiji. Jest to zrobione
dos$¢ dobrze, cho¢ w przypadku nieprzemiennym moina sie doszukaé pewnych niescistosci, np.
rownaniach 2.109 i 2.113 mamy po jednej stronie indeksy macierzowe, ktérych nie powinno byg¢,
réwnanie 2.114 i to ktérej jest bezposrednio po nim wydaja sie sprzeczne, a zapis wielokrotnej catki w
rownaniu 2.115 jest mato przejrzysty. Dalej mamy opis klasycznego efektu Halla, nastepnie
wyprowadzenie pozioméw Landau’a i opis kwantowego efektu Halla. Jest to napisane doé¢ sprawnie,
cho¢ dyskusja dotyczaca czynnika zyromagnetycznego jest mato jasna, a wyjasnienie stopni
przewodnictwa jest chaotyczne i niekompletne, bo nie dowiemy sie co decyduje o dtugosci
poszczegdlnych schodkéw. Powigzanie kwantowego efektu Halla z topologig nie jest wyttumaczone w
sposob jasny. W nastepnej czesci tekstu omawiane jest réwnanie Diraca w wymiarach przestrzeni od 1
do 3. Nieco razi tutaj btad w pisowni nazwiska tego wielkiego uczonego oraz to, ze warunki, ktére musza
spetnia¢ macierze Diraca podane s3 bez zadnego uzasadnienia. Wyprowadzenie stanéw brzegowych z
tego réwnania jest pouczajace, choé nie jest w sposéb jasny uzasadnione czemu funkcja falowa pokazana
na rysunku 2.11 musi znika¢ dla x=0. Nie jest tez jasna dyskusja w przypadku dwuwymiarowym, np. -
dlaczego wektory w réwnaniach 2.182 i 2.183 majg po 4 sktadowe skoro w réwnaniu Diraca mamy
macierze 2x2. Na wyrost jest tez stwierdzenie, ze w tej sekgji udowodniono, ze nietrywialnie
topologicznie uktad w d wymiarach ma zawsze stan brzegowy o zerowej energii, poniewaz nie ma tu
rozwazonych wszystkich klas symetrii. Te cze$¢ rozdziatu koAczy sekcja dotyczaca izolatoréw Cherna.
Mamu tu zdefiniowane i krétko oméwione modele Hofstadtera oraz Haldane’a, przy czym wiecej na ten
temat znajdziemy w rozdziale czwartym.

Czgs$¢ rozdziatu drugiego dotyczaca efektéw utamkowych sktada sie z sekcji dotyczacych:
utamkowego efektu Halla, utamkowego izolatora Cherna i krysztatu Wignera oraz utamkowych statystyk
wymiany. Utamkowy efekt Halla opisany jest doé¢ sprawnie, cho¢ bardzo skrétowo i nie wszystko mozna
zrozumied. Z przedstawionego tu opisu teorii ztozonych fermionéw wynika tez utamkowy efekt Halla jest
w petni zrozumiany i nie ma tu nic wigcej do zrobienia. Nie jest to chyba do kornca prawda. Pozostate
zagadnienia s3 tu omdwione w sposéb, ktéry nie budzi zastrzezen.

Ostatnie zagadnienie omawiane w rozdziale drugim dotyczaca stanéw Majorany. Sg one
wprowadzone opierajgc sie na réwnaniu Diraca, ale przeskok od catkowicie rzeczywistych macierzy
Diraca w réwnaniu 2.215 do operatoréw Majorany w réwnaniach 2.217-8 nie jest w zaden sposéb
wyjasniony. Z kolei model Kitaeva zdefiniowany dalej z niejasnych powoddéw jest nazwany
Hamiltonianem wielociatowym, cho¢ jest forma kwadratowa operatoréw fermionowych. Osobng kwestig
jest czy jako taki w ogodle pasuje do pracy na temat efektéw wielociatowych. Niemniej dyskusja tego



modelu i jego standéw brzegowych bedgcych stanami Majorany jest poprowadzona sensownie.
Ewidentnie brak tu tylko okreslenia klasy symetrii modelu i zdefiniowania niezmiennika topologicznego.
Nie jest tez prawdziwe stwierdzenie, ze symetria parzystosci chroni przerwe w spektrum i nie s3
prawdziwe twierdzenia, ze stany Majorany udato sie otrzymac¢ doswiadczalnie. Ostatnia czes$¢ rozdziatu,
dotyczgca bramek logicznych opartych o stany Majorany, jest juz z kolei prawie catkowicie niezrozumiata,
ale informacje tu podane i tak nie bedg w zaden sposdb przydatne w pdzniejszych rozdziatach.

Rozdziat trzeci zawiera opisy metod numerycznych i analitycznych uzywanych przez autora. W wigkszosci
sg one sprawnie napisane i wystarczajgco jasne. Mamy wiec tu opis teorii fal Blocha oraz sposéb na
liczenie faz geometrycznych i liczby Cherna dla tychze fal. Mamy tez do$¢ krétka ale ciekawg sekcje
dotyczacy splatania w kontekscie izolatoréw Cherna. Lekka przesadg wydaje sie z kolei przywotywanie
kanonicznych regut komutacji pomiedzy fermionami w sekcji na temat $cistej diagonalizacji. Tutaj takze
watpliwosci budzi definicja pedéw wielodziatowych, a konkretnie czynnikéw 2m/N, a takze dosc
tajemniczo wygladajaca definicja K ze wzoru 3.47. Niektdére sformutowania nie s3 tu tez najzreczniejsze,
np. ,However, the latter will show how they are calculated in the models considered in this
dissertation.”, ,It can be proven that the only elements Vijiaka CONserving momentum has a non-zero
value by looking into the sum ..” lub ,As was shown only the states which are differ at least two
operators ...”. Ogdlnie jednak tekst jest zrozumiaty.

Dalej mamy sekcje dotyczaca identyfikacji krysztatéw Wignera poprzez funkcje korelacji par.
Koncepcja ta jest doé¢ jasna i prosta, natomiast opis transformat Fouriera i sity krystalizacji wydaje sig
niepotrzebnie zawity. Kolejna sekcja dotyczy juz standw utamkowych izolatora Cherna. Koncepcja regut
zliczania przedstawiona jest tu w dos¢ niejasny sposob i trzeba sie¢ domysla¢ co ona oznacza. Uzyty jest
tu tez to kilka razy nieprawidtowy przymiotnik , qusi-degenerated”. Z kolei w czesci dotyczacej przeptywu
spektralnego wzér 3.76 wbrew temu co jest napisane nie ma wiele wspdlnego z nieabelowa krzywizng
Berry’ego, tylko jest prostg sumg po liczbach Cherna q réznych stanéw. Nie jest tez jasna koricowa uwaga
moéwigca o tym, ze wystarczy zmienia¢ tylko jeden kat i nie potrzeba wektoréw wiasnych, zeby rozpoznac
stan utamkowego izolatora Cherna, poniewaz wczesniej podane wzory 3.76 i 3.76 mdwig co$ innego.
Nastepne czesci tekstu dotycza splatania czastek oraz przekrywania ze stanem utamkowym Halla. S3 one
doé¢ trudne do zrozumienia i nie wszedzie jasno napisane, ale ich znaczenie mozna zrozumie¢ pdzniej,
kiedy te metody zostajg uzyte do konkretnych modeli. Rozdziat dotyczacy metod korczy krétki, ale dos¢
klarowny opis diagonalizacji hamiltonianéw nadprzewodnikéw.

Rozdziat trzeci sktada sie z definicji i schematycznych rysunkéw réznych modeli ciasnego wigzania, ktore
maja niezerowe liczby Cherna. S3 to modele bezspinowe z zespolonymi catkami przeskoku pomigdzy
blizszymi i dalszymi sgsiadami podobne do modelu Haldane’a. Zdefiniowano je na réznego typu sieciach:
heksagonalnych, tréjkatnych, kagome, itp.. Pokazane sg topologiczne diagramy fazowe, krzywizny
Berry’ego oraz ksztatty pasm, a nawet entropie splatania. Po przedyskutowaniu wtasnosci topologicznych
modeli nieoddziatujacych dodane zostaje oddziatywanie typu gestosé-gestos¢ w celu zbadania standw
utamkowych izolatora Cherna i krysztalu Wignera. Brakuje to nieco schematycznych rysunkow
rzeczywistych uktadéw, ktére byty liczone: nie wiadomo na przykfad jak wygladaty warunki brzegowe dla
uktadéw o réznych rozmiarach dla réznych typow sieci. Nie jest dobrze wyjasnione dlaczego dla stanu
utamkowego izolatora Cherna istotna jest mozliwie plaska krzywizna Berry’ego. Parg razy jest tez uzyty



nieprawidtowy zwrot ,,depend from” i kompletnie niejasne sg zdania pod wzorem 4.7: ,This interaction
type requires ...” oraz ,However, in this study, the screening ...”, poniewaz nie jest wyjasnione czym sg i
skad sie biorg ,periodic images of a given site”. Ogdlnie jednak ciekawe i pozytywne jest to, ze dla tak
niewielkich uktadow, jakie sg tu badane rzeczywiscie mozliwe jest otrzymanie tak nietrywialnych stanéw
jak utamkowy izolator Cherna i krysztat Wignera. Pewnym brakiem jest tu by¢ moze to, ze badanie
modele sg zawsze w fazie topologicznie nietrywialnej, wiec mozna sie zastanawiaé, czy np. dla krysztatu
Wignera istotne jest to, ze mamy nietrywialng liczbe Cherna.

Rozdziat pigty oparty jest na publikacjach autora dotyczgcych konkurencji pomiedzy stanami krzysztatu
Wignera a stanem ufamkowym izolatora Cherna dla réznych gestosci elektronowych i wartosci liczb
Cherna (C=1 lub C=2). Gtownym wynikiem jest tu pokazanie przy pomocy narzedzi numerycznych, ze
uktad o niskiej gestosci i niskiej liczbie Cherna faworyzuje stan krysztatu Wignera, a o wyzszej gestosci lub
wyzszej liczbie Cherna stan utamkowego izolatora Cherna. Dodatkowym wynikiem jest pokazaniem
dwdch mozliwych typéw krystalizacji Wignera dla cienkich cylindréw, przy czym typ zalezy od parzystosci
mianownika we wspofczynniku wypetnienia, czyli od gestosci elektronowe;j.

Przejscie od utamkowego izolatora Cherna do krysztatu Wignera badano w funkcji parameru
zasiegu oddziatywac a. Catkiem udanym sposobem prezentacji wynikéw numerycznych jest pokazanie
spektr energetycznych badanych uktadéw w funkcji a i pokolorowanie ich wedtug wartoéci dodatkowych
parametrow takich jak sita krystalizacji, przekrywanie ze stanem utamkowym Halla, itp.. Wykresy takie
mamy np. na rysunku 5.2 i bardzo sugestywnie obrazuja one przejscie miedzy tymi dwoma stanami.
Ciekawe sg tu spektra 5.3 b i d, ktdre wydajg sie sugerowaé dwa przejicia, poniewaz pasma maja
osobliwosci dla dwdch réznych wartosci parametru a. Nie jest to natomiast omdéwione w tekécie. Sam
tekst ma tez swoje stabosci, np. akapit pod rysunkiem 5.4 wydaje sie méwi¢ na temat tego witasnie
rysunku, a nie rysunku 5.3. Z kolei drugie zdanie podsekcji 5.2.2 odwotujg sie do informacji z podsekgji
2.6.2, ktorej jednak tam nie ma, a samo zdanie jest niegramatyczne. Nie jest tez jasne o jakim maksimum
sity krystalizacji mowa dla @=0.91, bo na rysunku 5.5 nie wida¢, zeby to byta warto$¢ szczegélna. Dos¢
tajemnicze wydaje sie tez to, ze dla duzych a w uktadzie 8x5 wystepujg problemy ze zbieznoscig
diagonalizacji. Nie do korica tez wiadomo jaki jest cel umieszczania na rysunku 5.4 peku przerywanych
pionowych linii, ktére nic szczegdlnego nie pokazujg dla wykreslonych tam krzywych.

Czes¢ dotyczaca liczby Cherna C=2 jest interesujaca, poniewa:z obrazuje role topologii w
konkurencji pomiedzy dwoma badanymi fazami. Niemniej, uwaga dotyczaca ,colour-entangling” na
poczatku sekcji 5.3 jest kompletnie niejasna. Z kolei w drugim zdaniu pod rysunkiem 5.6, mamy
prawdopodobnie zte odnosniki do wykreséw, bo z kontekstu wynika, ze omawiane s3 rysunki 5.6 b i d.
Nastepnie, zdanie pod rysunkiem 5.7 jest dziwnie niegramatyczne i wydaje sie by¢ zlepienie dwdch
innych zdan. W podsekcji 5.3.2 kompletnie niejasne sa rozwazania z drugiej potowy pierwszego akapitu
dotyczace ,momentum subspaces”, co wynika z tego, ze sekcja na temat regut zliczania w rozdziale
metod jest niejasna. W dalszej czesci tej podsekcji mamy rozwazania na temat wielu réznych typéw sieci
i dyskusja staje sie dos¢ chaotyczna. Ciekawym wynikiem, ktéry nie jest tu oméwiony jest drugie przejicie
fazowe, widoczne na rysunki 5.9 h. Interesujgcym zagadnieniem bytby tez typ przejicia fazowego
pomiedzy dwoma rozwazanymi stanami w granicy termodynamiczne;.



Rozdziat szésty jest ostatnim rozdziatem zasadniczej czesci rozprawy, a zarazem drugim zawierajgcym
oryginalne wyniki autora. Jego przedmiotem s3 rozwazania na temat obecnosci standw Majorany w
modelach nadprzewodnika typu nanodrut Rashby. Mowa tu o modelach jednoczgstkowych ze
sprzezeniem spin-orbita i polem magnetycznem Zeemana. S3 to najbardziej typowe modele, w ktérych
bada sige stany Majorany. Autor wykorzystat tu metode polegajgca na szukaniu stanu zerowego w
spektrum, natomiast nie sg tu nigdy liczone ani omawiane niezmienniki topologiczne. Jest to staby punkt
tego rozdziatu, poniewaz w modelach wyzej wymiarowych nie znamy pochodzenia stanéw brzegowych,
ktére widac np. na rysunku 6.5. Nie jest tez jasne skad bierze sie wigksza ilo$¢ stanéw Majorany, np. na
rysunkach 6.6 i 6.9, poniewaz typowy dla takich uktadéw niezmiennik Z,, przewiduje tylko jedng pare
takich stanéw. Nie wiem tez dlaczego w uktadzie dwuwymiarowym stany Majorany miatyby by¢
oddzielone przerwg od reszty spektrum. Brakuje to wykresu pasm dla uktadu pétotwartego. Ogdlna
jakosc tego rozdziatu jest jednak dobra, a przyjeta metoda obliczer okazuje sie skuteczna.

Rozprawe doktorska koriczy podsumowanie wszystkich otrzymanych wynikéw. Jest ono napisane
sprawnie i zawiera liste wszystkich prac autora. Troche niepotrzebne wydaje sie opisywanie i cytowanie
dwach prac, ktére nie s3 czescig tej rozprawy. Nie ma tez mysli przewodniej ktéra by taczyta dwie odnogi
tematyczne tej pracy, czyli stanéw Majorany ze stanami utamkowymi Cherna i krysztatami Wignera.

Koniczac te recenzje chciatbym podkresli¢, ze praca doktorska pana Kupczyriskiego jest ambitna i stoi na
wysokim poziomie. Wyniki otrzymane przez Niego s3 interesujace i zostalty opublikowane w bardzo
dobrych czasopismach fizycznych. Nie budzi moich watpliwosci to, ze wkiad autora tej rozprawy w
powstanie tych artykutow byt bardzo istotny. Dorobek naukowy pana Kupczyhskiego jest wiec
wystarczajacy i spetnia z nadmiarem przyjete zwyczajowo wymagania dla kandydatéw do stopnia
doktora nauk fizycznych. Z tego wzgledu wnosze o przyjecie rozprawy i dopuszczenie pana magistra
Michata Kupczyriskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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